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Zweck und Anlage des kleinen Buches, welches ich 
hiermit der Öffentlichkeit übergebe, glaube ich in der fol- 
genden „Einleitung" ausreichend erörtert zu haben. Es lag 
nicht in meiner Absicht, das auf dem Gebiete der Elementar- 
geometrie vorhandene Material zusammenzutragen oder eine 
historische Entwicklung des Gegenstandes zu geben, Dem- 
gemäfs beschränken sich auch die litter arischen Nachweise 
auf das Wesentlichste. Umfassendere historische Angaben 
findet man in den öfters angeführten Werken von BaltgO', 
Kruse, Hankel u. A., denen ich manches Material verdanke. ■ — 
Bei der Lektüre des Buches bitte ich die beigefügten Be- 
richtigungen und Zusätze beachten zu wollen. 

Frankfurt a. M., im September 1887, 

Dr. Otto Rausenberger. 
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unsere modernen Lehrbücher der Elementargeometrie 
haben fast sämtlich ihre gemeinsame Grundlage in den 
Eletnenteii des EuTdides. Wohl ist mit der Zeit gar mancher 
der nicht selten schwerfälligen und unnatürlichen Beweise 
des Euklides darch einen einfacheren ersetzt worden, wohl 
ist hier und da die Anordnung zu ihrem Vorteil abge- 
ändert worden, wohl hat die selbständige Ausbildung der 
Arithmetik umgestaltend auf die Lehre von der Proportio- 
nalität und Ähnlichkeit eingewirkt: der alte Grundstock ist 
doch geblieben und läfst sich unschwer in den meisten 
modernen Darstellungen wiedererkennen. Mancher alte Satz 
hat geradezu den Charakter eines rudimentären Organs an- 
genommen. Was hat z. B. die geometrische Interpretation 
des Ausdrucks {a + Vf gegenwärtig noch in einem Lehr- 
buche der Geometrie zu suchen? In einer Zeit, wo man die 
arithmetischen Wahrheiten aus geometrischen ableitete, war 
diese Darstellung Yon grofsem Wert; jetzt hat sie höchstens 
noch die Bedeutung eines Veranschaulichnngsmittels. Die 
Elementargeometrie ist seit den Zeiten des Eiiklides beträcht- 
lich erweitert und vermehrt worden, und viele der neuen 
Siitze sind selbst in Schulbücher übergegangen; allein sie 
erscheinen hier meistens nicht mit den alten Gegenständen 
zu einem einheitlichen Ganzen vereint, sondern mehr äufser- 
lich angefügt. Findet man doch nicht selten die Ansieht 
verbreitet, dafs die „neuere Geometrie" etwas Grundverschie- 
denes von der alten Euklidischen sei. Namentlich wird die 
sog. „Geometrie <kr Lage" in direkten Gegensatz zur a\ten 
„Geometrie des Mafses" gebracht. Und doch ist es an sich 
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2 Eialeitung. 

klar, dafs es nur eine einzige Geometrie geben kann, deren 
Teile sich zu einem grofsen Ganzen zusammenfügen. 

Ist aber unsere Elementargeometrie ein einheitliches 
Ganzes? Ist sie nicht vielmehr ein Konglomerat einzelner 
Sätze und Sätzcheu, von denen sich wohl manche zu Gruppen 
vereinigen, die aber zum Teil auch recht äufserlich zu- 
sammengestellt sind? Wie mancher angehende Mathematiker 
mag sich die Frage vorgelegt haben; läXst sieb denn nicht 
die gesamte Elementargeometrie nach einheitlichen Prinzipien 
behandeln, so dafs nicht blos Sätze nacheinander vorgetragen 
werden, die zufälligerweise gefunden worden sind, während 
andere ebenso interessante vielleicht noch unbekannt bleiben? 
Kann man die Lehre nicht so entwickeln, dafs man sofort 
übersieht, ob alle wesentlichen Punkte erledigt werden oder 
nicht, und dafs man den Eindruck einer bis zu gewissem 
Grade abgeschlossenen Entwicklung erhält? Es giebt iu 
der That eine Reihe von Werken, welche die Elemente nach 
den Gesichtspunkten zu behandehi bestrebt sind, die sich in 
der neueren synthetischen Geometrie ergeben, Begriffe wie 
Projektivität, Kolliueation mit ihren Untergattungen usw. 
sollen schon in den Anfangsgründen die Henschaft in An- 
spruch nehmen. Dieser Anschauungsweise kann siuh der 
Verfasser jedoch nicht ansehliefaen. Wohl ist es überall 
möglich, die einfachsten Begriffe unter umfassendere, daher 
kompliziertere zu subsumieren; aber diese Subsumtion ist 
gewöhnlich auf mehrere Arten möglich, so dafs zahlreiche 
umfassendere Begriffe existieren, welche alle denselben ein- 
fachen Begriff als Spezialfall in sich enthalten. Alsdann ist 
das Vorausschicken eines solchen umfassenderen Begriffs 
immer etwas Unnatürliches, Willkürliches. Eine naturgemäfse 
Entwicklung mufs von dem Einfachsten ausgehen und all- 
mähhch zum Komplizierteren fortschreiten. 

Suchen wir uns darüber klar zu werden, welche Schwierig- 
keiten sich einer einheitlichen Entwicklung der Elementar- 
geometrie entgegenstellen. Zunächst wird ein weitgehender 
Dualismus hervorgerufen durch die Benutzung zweier Funda- 
mentalliuien : der Geraden und des Kreises. Die neuere 
synthetische Geometrie zeigt, dafs durch geeignete Zuord- 



Hosted by 



Google 



Einleitung. 3 

Eiuiig von Punkte- und Geraden Systemen sämtliche Kegel- 
sclinitte erzeugt werden kötmen; unter diesen ist der Kreis 
ein ganz spezielles Gebilde. Trotzdem räumt man ihm den 
Vorzug vor den übrigen Kegelschnitten ein, in die Elementar- 
geometrie aufgenommen und hier gewissermafsen als gleich- 
wertig mit der Geraden behandelt zu werden. Der Grund 
hierfür ist freilich recht einleuchtend: der Kreis ist die Linie, 
welche mechanisch am leichtesten erzeugt werden kann; seine 
Eigenschaften sind zum Teil überaus einfach und er bietet 
die Möglichkeit zu den einfachsten und nützlichsten Kon- 
struktionen, Durch diese Eigenschaften wird allerdings der 
Kreis zu einem wichtigen und geradezu unentbehrlichen Be- 
standteile des geometrischen Elementarunterrichtes. 

Der Verfasser erklärt, um Mifsverständnissen vorzubeugen, 
ausdrücklich, dafs er eine Geometrie, aus der der Kreis ver- 
bannt ist, als gänzlich ungeeignet für den Unterricht in den 
mittleren Klassen höherer Lehranstalten ansieht Es ist 
psychologisch feststehend, dafs zum wirklichen geistigen Er- 
werb eines Wissensgebietes blofses lezeptives Studium nicht 
ausreicht; selbsfcthätige , produktive (wenn auch nur repio 
duktive) Übung mufs hinzutreten, feo ist denn namentlich 
für den geometrischen Unterricht nichts forderlicher als dat, 
selbständige Lösen von Koustruktions aufgaben Ohne den 
Kreis werden aber fast sämtliche Elementarkonsti uktionen 
unmöglich, und schon aus diesem Grunde wird die Kieislehre 
in Lehrbüchern, die für den Schulunterricht bestimmt sind, 
eüie wesentliche Rolle spielen. Anders gestaltet sich die 
Sachlage bei einer tvissenschaßlichm Darstellung, hier muls 
die Kreislehre an die ihr gebührende Stelle verlegt weiden 
in die Theorie der Kegelschnitte, Ute Geiadi tst die emgiqe 
Fimdamentallinie und ebenso die Ebene die emsige Fundamental- 
fläche, die eine Bdtamdlung in der wistenaehaßliehen Elrmcntat 
geometrie sm beanspruchen hat. 

Noch ein anderer Umstand stellt sich der Einheitlich 
keit der Geometrie hindernd entgegen Die Darstellung hat 
ihre Richtung zu sehr auf spezielle Eigenschaften und 
Figuren von besonderem Charakter genommen und \erlieit 
hierdurch die Allgemeinheit vielfach aus dem Äuge Auch 
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4 Einleitung. 

die neuere Entwicklung hat die Mängel der älteren in dieser 
Hinsicht nicht vollständig ausgeglichen. Manche ganz ein- 
fache und naheliegende Relationen sind fast unbeachtet ge- 
blieben. Gewifs sind die Eigenschaftem YOn Elementarge- 
bilden, welche auf der Voraussetzung von speziellen Gröfsen- 
verhältnissen beruhen, keineswegs uninteressant und für den 
Elementarunterricht wiederum nicht ku entbehren; aber es 
ist auch eine Darstellung wünschenswert, welche, alle Speziali- 
täten beiseite lassend, eine vollständige Beantwortung der 
sich naturgemäfs darbietenden allgemeineren Fragen anstrebt. 

Nach dem Gesagten geht die Tendenz der vorliegenden 
Arbeit auf eine einheitliche und systematische Behandlung 
der allgemeineren Gebilde, welche durch die Zusammenstel- 
lung einer endlichen Zahl von Punkten, Geraden und Ebenen 
erzeugt werden. Doch konnte ein anderer Punkt hierbei nicht 
aufser acht gelassen werden: die korrekte und eingehende 
Darlegung der Grundprinzipien, auf denen die Geometrie ihre 
Sätze aufbaut. Namentlich schien es wünschenswert, das so 
viel diskutierte Parallelenaxioni ausführlieh zu behandeln und 
die Stellung der eiuaeluen Sätze zu demselben vollkommen 
klar zu legen. Im übrigen betrachtet der Verfasser die An- 
schauung als die nicht zu beseitigende Grundlage der Geo- 
metrie und schliefet daher sämtliche Spekulationen, die mit 
derselben nicht in Einklang sind, trotz des Interesses, welches 
sie darbieten, von der Darstellung grundsätzlich aus; nur 
kurze Hinweise auf solche Entwicklungen werden gegeben. 

Über die äufserliche Anlage des Buches sei noch das 
Folgende bemerkt. Da ein vollständiges Lehrgebäude gegeben 
werden soll, sind alle Beweise, mit Ausnahme ganz selbst- 
verständlicher, ausführlich behandelt^ es werden bei keinem 
geometrische Begriffe und Resultate verwandt, die nicht vor- 
her hergeleitet wurden. Der Leser wird von dem zusammen- 
hängenden Lehrvortrage leicht die zusätzlichen Bemerkungen 
trennen, bei denen diese Rücksicht nicht genommen zu werden 
brauchte. Das Buch ist für den mathematisch Gebildeten, 
nicht für den ersten Anfänger bestimmt, der über die Ele- 
mente Belehrung sucht. 
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Grundlagen. 



Die geometrischen G-nmdbegriffe. 

1. Sänitlicbe Gegenstände der Anschauung erscheiuen 
uüs in der Form des Baumes; weitere Erörterungen darüber, 
was der Raum sei, würden sich nur im Zirkel bewegen und 
den Begriff nicht klarer machen; wir müssen vorauasefzen, 
dafs jeder Mensch, der überhaupt an die Beschäftigung mit 
der Geometrie herantritt, mit dem Worte Raum eine be- 
stimmte Vorstellung verbindet. 

Der au sieh unhegrenste Raum, wie ihn uns unmittelbar 
die Anschauung bietet, erscheint ansgefüUt mit Gegenständen 
mannigfacher Art, die sich teilweise als deutlich von einander 
abffef/rmgte Individuen charakterisieren. Wir gelangen hier- 
von durch Abstraktion zum Begriffe des begrenzten Raum- 
teils, des Körpers. Die Grenze zweier Raumteile keifst eine 
Fläche. Letztere kann wieder in mehrere Teile zerlegt er- 
scheinen; die Grenzen derselben heifsen Linien. Auch die 
Linie kann begrenzt sein; ihre Grenzen heifsen Fimlzte. Wie 
uns die Anschauung lehrt, ist eiu Punkt keiner weiteren 
Zerlegung fähig; er ist das letzte Element, zu dem uns 
unsere Betrachtung führt. Die Untersuchung der verschiede- 
nen Formen und möglichen Zusammenstellungen der erhal- 
tenen Gebilde, ohne Rücksicht auf ihren konkreten Inhalt, 
ist die Aufgabe der Geometrie. 

2. Sowie wir der Anschauung die Begriffe des Punktes, 
der Linie, der Fläche und des Körpers entlehnen mufsten, 
ohne eine eigentliche Definition derselben, d. h. eine logische 
Zurückführ ung auf einfachere Begriffe geben zu können. 
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6 Grundlagen. 

müssen wir ihr noch eine andere fundamentale Vorstellung 
entnehmen. Wir stellen uns vor, daCs jeder Körper inner- 
halb des als fest angenommenen Gesamtraumes seinen Ort 
verändern kann, ohne selbst nebst allen zugehörigen Teilen 
geändert zu werden. Jeder feste Körper liefert hierzu die 
Grundanseliauung. Diese Möglichkeit des Versehiebens eines 
Körpers ohne wesentliche Änderung ist ein Begriff, der sich 
jeder weiteren Definition und Erörterung entzieht. Wollte 
man den Begriff eines Körpers mit unverämäerlicb zusammen- 
gehörigen Teilen, der aber gegen andere Körper bewegt 
werden kann, näher analysieren {wie dies z. B. in der ana- 
lytischen Mechanik des festen Körpers notwendig wird), so 
würde dies auf grofse Komplikationen führen, die nur mit 
Hilfe erst später einzuführender, sieh wieder auf den be- 
sprochenen Grundgedanken basierender Begriffe lösbar sind. 

Bei Aufhebung des „Axioms d&- Kongmens"*) wie die 
erörterte Vorstellung genannt wird, ist die folgende Er- 
zeugung der Geraden, femer die Vergleichung irgend welcher 
geometrischer Gebilde (wie z. B. in den Gleichheitssätzen), 
d. h. eben die ganze Geometrie unmöglich. 

Anm. Das Axiom der Kongruenz ist noch von einem ganz 
anderen Gesichtspunkte aus, namentlich durch v. HelmholU, 
einer Diskussion unterzogen worden, deren Grundgedanke 
am leichtesten durch Vergleich mit anderen geometrischen 
Untersuchungen klar wird. Nehmen wir auf einer Ebene, 
einem Cylindermantel, einer Kugelfläche eine bestimmte Figur 
an, so kann dieselbe auf der Fläche ohne Änderung der 
gegenseitigen Lage ihrer Teile verschoben werden; auch auf 
einem Kegelmantel kann eine solche Verschiebung statt- 
finden, wenn man nur eine Biegung der Figur, nicht aber 
eine Vci'semmg der Teile durch Dehnung zuläfst. Dagegen 
kann auf einem dreiachsigen Ellipsoid eine Figur überhaupt 
nicht verschoben werden. Nach der Gaufs'schen Theorie der 
Krümmung ist eine solche Verschiebbarkeit nur dann mög- 
lich, wenn das Gaufs'sche Krümmungsmafs für alle Teile der 



*) Wir bezeichnen mit Axiom oder Grmuhatz eiae Wahrheit, die 
eich nicht durch VerBtaudesecbläsae ans einüwheron herleiten läfst. 
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§ i. Die geometrischen Grundtogiiffe. 7 

Fläche konstant ist. Nun werden bei <iein Räume analoge 
Eigenschaften angenommen. Gilt das Axiom der Kongruenz, 
so mufs dem Eaume eine konstante Krümmung Kugesehrieben 
werden, andernfalls eine variable Krümmung. Im ersten Falle 
konnte das Krömmungsmafs, für das sich analoge analytische 
Ausdrücke herstellen lassen wie bei Flächen, noch unendlich 
viele Werte besitzen, ein Punkt, auf den wir später erst 
eingehen köunea. Bei dem wirklichen Räume wird wie bei 
der Ebene das Krümmungsmafs gleich Null angenommen, 
weshalb dieser Raum als „ebener Baum" bezeichnet wird. 
Nach dieser Anschauungsweise kann kein logischer Grund 
für das Axiom der Kongruenz beigebracht werden; Systeme 
der Geometrie, welche dasselbe nicht zur Voraussetzung 
haben, konnten widerspruchsfrei sein. Um nicht jede Ver- 
gleichbarkeit der Raumgebilde auszuschliefsen, wodurch nach 
Obigem die Untersuchung überhaupt jeden Halt verlieren 
würde, macht v. Helmholtz die Annahme, dafs bei verschwin- 
dend kleinen Teilen des Raumes wenigstens das Axiom 
Geltung habe (s. Hulmholtz, Gottinger Nachrichten, 1868, 
S. 193-221). 

3. Dem Punkte, der Linie, der Flüche und dem Körper 
pflegt man der Reihe nach /ferne, eine, sivei mid drei Vitnat- 
sionen beizumessen, ohne dafs es möglich wäre, diesen Begriff 
hier naher zu fixieren. Wir können nur sagen, dafs ein 
Gebilde von (n — 1) Dimensionen als Grenze eines solchen 
von n Dimensionen erscheint. Umgekehrt erzeugt ein (n — I)- 
dimensionales Gebilde bei einer Bewegung im Räume im 
allgemeinen ein w-dimensionales (im besonderen Falle auch 
wieder ein (w — 1) - dimensionales). Der Körper kann nicht 
als Grenze eines vierdimensionalen Gebildes vorgestellt werden 
und erzeugt auch bei einer Bewegung nur wieder einen 
Körper. Wir schreiben daher dem Räume drei Dimensionen 
zu. Alle Spekulationen über mehrdimensionale Räume ba- 
sieren entweder auf rein algebraischen Rechnungen oder auf 
logischen Schlüssen, welche an Voraussetzungen anknüpfen, 
die den in der gewöhnlichen Geometrie gegebenen möglichst 
analog gebildet sind. Da wir uns in der hier vorzutra.genden 
Geometrie lediglich mit dem Räume unserer Anschauung 
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beschäftigen wollen, niiisseu wir die melirdimensionale Gleo- 
metrie ausscliliefsen *), 

4. Alle Eauragebilde bezeichnen wir als sfc%; eine 
Definition dieses Begriffs liegt uns ferne, da es sich wieder 
um eine Fundamentaivorstellung handelt, die der Anschauung 
entlehnt werden niuis. 

S2. 
Die Gerade. 

1. Während zwischen zwei Punkten kein anderor Unter- 
schied denkbar ist ais ihre Orts Verschiedenheit im Räume, 
sind bei den Linien die mannigfachsten Gestaltungen möglich. 
Es handelt sich darum, unter diesen zahllosen Linienarteii 
eine auszuwählen, die als Fundamentalliuie der gesamten 
Geometrie zu Grunde gelegt wird. Für diese Auswahl ein 
Prinzip aufzustellen, ist allerdings an dieser Stelle unmöglich; 
durch ein gewisses Gefühl der Einfachheit geleitet wählen 
wir die gerade lÄnie oder kurzweg die Gerade, indem wir es 
der weiteren Entwickeluog überlassen, diese Wahl wirklich 
als die zweckm'afsigste zu bestätigen. 

2. Eine Definition der Geraden durch rein logische Zu- 
rückführung auf andere Grundbegriffe zu geben ist nicht ge- 
lungen. Die häufig gebrauchte Erklärung, dafs diejenige 
Linie gerade sei, die überall dieselbe Richtung besitzt, ist 
ebenso nichtssagend als die Euklidische Definition: Ev&eCa 
J'0af^fMJ isrtv, ^ttg s^ iQov totg itp' savtris OTjfisCoig xstrai 
(etwa: die Gerade ist eine Linie, welche zu ihren sämtlichen 
Punkten gleichartig liegt). Während die erstere Definition 
auf den Begriff der Richtung zurückgeht, der selbst erst mit 
Hilfe der Geraden festgestellt werden kann, operiert die Eukü- 

*) Eb ist dalier hier anch nicht der Ort, eine Übersicht über die 
ansgedehnte Litteratur dieses Gfegen Standes zu geben. Als grundlegend 
kann die Abhandlung von Miemann: „Über die Hypothesen, welche der 
Geometrie zu Grunde liegen", Ges. Werke, p. 254, gelten. Das bereits 
oben erwähnte Krämnmngsmafa der Räume wird hier eingeführt. 
Andererseits führte auch schon H. Grassmanns: „Die Wissenschaft der 
extensiven Gröfse oder die Ausdehnungshkre", 1844, zur Betraclitung 
n-faoher Mannigfaltigkeiten. 
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§ 2. Die Gerade. <) 

(liacbe mit ',0 vagen und unklaren Begriffen, dafs sie ebeii- 
fdlls ganz iin?uluDglich ist, Äueli die Definition: „Eine Ge- 
rdde ist die kürzeste Verbindungslinie zweier Punkte", mufs, 
ganz! abgesehen davon, dafs sich aus ihr keine weiteren 
Schlüsse Ober die Natur der üeraden ziehen lassen, schon 
deshalb verworfen werden, weil die GrÖfsenvergleichung von 
Linien, die nicht direkt zur Deckung gebracht werden können, 
ohne ein neues Axiom nicht möglich ist. (Vgl. § 5, 9.) — 
Trotzdem ist es möglieh, die Gerade durch anschauliche Kon- 
struktion zu erzeugen, ohne neue Vorstellungen zu den schon 
gewonnenen hinzuzunehmen. 

3. Wir haben in § 1 die Vorstellung gewonnen, dafs 
irgend ein Raiimteil (der sich zu dem Gesamtraume erwei- 
tern kann) innerhalb des als fest gedachten Raumes ver- 
schoben werden kann, ohne dafs seine einzelnen Punkte ihre 
gegenseitige Lage andern. Nehmen wir nun an, dafs zwei 
beliebigen Punkten dieses Kaumteils feste Stellen im Räume 
angewiesen seien, so zeigt die Anschauung, dafs alsdann der 
Eaumteil noch einer Bewegung fähig ist, die man als eine 
Drehung bezeichnet. Bei dieser Bewegung werden die Punkte 
des Raumteils im allgemeinen ihre Lage ändern, während 
es auch Punkte aufser den beiden als fest angenommenen 
oiebt, die ihre Stelle nicht verlassen Dit (jresamtheii dieher 
febtm Fiinkie luißt eint, Goade ) Die AnsLhauung zeigt uni 
weiter, lifs dieselbe eine ubtiall stetig zusammeuhmgendt 

*) i AiMse welcher 11 stinen hlenienten der Creometiie die iier 
mit weseotlieh ubereinBtimmeude Definition, giebt ,E ne Lm <j wekhe 
ihre Ltge nicht iai rt wihrend sie sieh um zwei ihitr Punkte dieht 
wird eine gerade Linie genannt fuhit in dafa dieie Be,^ ftshctim 
muag »ach G W Kiaftt (Institut geom si bl Tuh 17 3 p 2) von 
F G Jtfoter herrühre "Späterhin wird sie öfters gO> lULht So z B 
von Gerltng Grelles Joum \X i 33'' 

Erwähnt sei noch die Definition von P Gucant (Nuove propost 
mtorno a\ fondamenti della geometiia biorn mat d & Battaglim XV 
p 284 — 289) Eine (ieiale ist der geometrische Ort aller Punkte 
w Iche von dre Punktpn gleichen Ahstaud haben die eintn Erei la 
drei gkiche Teile teilen Dei K ei towio der feste Ab'tan 1 zweitr 
Punkte laisen sich wie wii noch schei wer Im ohne weitere Vo iiut 
Setzungen defiuieien 



Hosted by 



Google 



10 Die Grundlagen. 

überall einfache (so dafs sie z. B. Dicht gestattet, «wischen 
den beiden Pixponkten auf ihr einen doppelten Weg zurück- 
zulegen) und sieh beiderseits ins Unendliche erstreckende 
Linie ist. 

Anm, Der Begriff des Unendlichen, über jede Grenze 
Ausgedehnten, ist aus der Anschauung, die uns keine Grenzen 
des Weltraumes zeigt, abstrahiert; wir dürfen ihn daher ohne 
weiteres als anschaulich gegeben ansehen, wenn auch das 
verstau desmäfsjge, rechnende Operieren mit dem Unendlichen 
auf Schwierigkeiten stofot. Soweit es sich nur um Lagen-, 
nicht Grö/sew -Verhältnisse handelt, verursacht die Unendlich- 
keit geradei" Linien kerne Bedenken. 

Mit besonderer Soigialt, auf die wir wohl hier verzichten 
dürfen, hat M. Pasch in seinen „Vorlemngm vber neuere Geo- 
metrie" den Umstand behandelt, dafs zunächst nur begrenzte 
Strecken von Geraden gegeben sind und dafs man erst durch 
Erweiterung dieses Gebildes ins Unbegrenzte zur vollständigen 
Geraden gelangt. Ähnliches gilt von der Ebene. — Die Un- 
endlichkeit der Geraden — wie später der Ebene — ist 
keine logische Folge ihrer Erzeugungsweise. Man kann daher 
eine widerspruchsfreie, wenn auch der Anschauung wider- 
sprechende Geometrie konstruieren, welche die Gerade als 
endlieh und in sich selbst zurücklaufend ansieht. Wir kommen 
auf diesen Gegenstand später zurück. 

4. Aus der gegebenen Entstehungsweise der Geraden 
können wir ihre Haupte igen schaffen ableiten. 

a. Wählen wir an Stelle der vorhin als fest angenom- 
menen beiden Punkte zwei andere, auf der erzeugten Geraden 
gelegene und fuhren wieder eine Drehung des Rauniteiles 
aus, so wird die hierbei ihren Ort nicht ändernde Gerade 
offenbar mit der früheren zusammenfallen. Es folgt hieraus 
zugleich, dafs, wenn man zwei Punkte einer Geraden festlegt 
und letztere dann die noch mögliche Drehung ausführen läfst, 
keiner ihrer Punkte seinen Ort ändert. 

b. Bringt man zwei beliebige Gerade so zusammen, dafs 
sie zwei Punkte gemeinsam haben (die Anschauung zeigt 
uns unmittelbar, dafs zwei beliebige Linien mit zwei Punkten 
zum Zusammenfallen gebracht werden können), so fallen sie 
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§ 3. Die Ebene. 11 

ganz ineiti ander. Dies ist sofort ersiclitlich, wenn man die 
Drehung um Jie beiden Punkte vornimmt. Zwei nicht zu- 
sammenfallende Geraden können daher höcliatens einen Pmikf 
gemeinsam haben, 

c. Alle Geraden sind, von ihrer Lage abgesehen, voll- 
ständig gleich; denn sie fallen zusammen, wenn man sie mit 
zwei Punkten aufeinander legt, 

d. Hieraus geht noch hervor, dafs mau jede Gerade in 
sich selbst verschieben kann, 

5. Man pflegt einen Punkt durch eiuen beigesetzten 
groiäen lateinischen Buchstaben, eine Gerade dagegen durch 
einen kleineu lateinischen oder zwei an ihre Endpunkte (in 
der Zeichnung) gesetzte grofse lateinische Buchstaben zu be- 
zeichnen. 

8 3. 

Die Ebene. 

1. Auch unter den Flächen wollen wir eine besonders 
einfache auswählen: die Ebene. Nehmen wir einen Punkt und 
eine Gerade als fest gegeben an und lassen wir eine andere 
Gerade sich so bewegen, dafs sie immer durch jenen Punkt 
und die feste Gerade geht, so beschreibt sie wenigstens einen 
Teil einer Ebene. Ersetzt man dann den festen Punkt durch 
andere Punkte in dem konstruierten Ebenenteile, so erhält 
man Portsetzungen der Ebene. Diese Erzeugungsweise liefert 
nicht die Grundeigenschaften der Ebene; vielmehr müssen 
wir wieder zu der direkten Anschauung rekurrieren, die schon 
nötig ist, um zu erkennen, dafs bei der eben angegebenen 
verschiedenen Wahl des festen Punktes nur Teile derselben 
Fläche erhalten werden. 

3. Eine Ebene wird meistens mit einem kleinen grie- 
chischen Buchstaben bezeichnet. 

3. Die Ebene erstreckt sich ins Unendliche und zeigt 
nirgends eine notwendige (irenze. Sie teilt den Kaum in 
zwei unendliche Teile; man kann von zwei Seiten einer 
Ebene sprechen, die je einen dieser Teile begrenzen. 

4. Die Fundamental ei gen 8 chatten der Ebene sind die 
folgenden : 
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1 2 Grundlagen. 

a. Jede Gerade, die mit einer Ebene zwei Punkte gemein 
hat, fällt ganz in dieselbe. Man kann also irgend zwei Punkte 
einer Ebene durch eine in ihr liegende Gerade verbinden. — 
Dieser Satz, der wieder sehr komplizierte Beziehungen in 
sieh fafst, mufs als Axiom ausgesprochen werden, da wenig- 
stens zur Zeit kein hinreichender Nachweis desselben existiert. 

b. Jede in der Ebene gelegene Gerade kann durch 
Drehung um einen ihrer Punkte, wie der Augenschein zeigt, 
die ganze Ebene beschreiben. 

c. Durch drei gegebene Punkte A, B, C, die nicht in 
dieselbe Gerade fallen, läfst sieh nur eine (aber auch immer 
eine) Ebene legen. 

Beweis: Dafs sich eine Ebene wirklich durch A, IS, C 
legen läfst, folgt aus der obigen Konstruktion der Ebene, 
wenn man dabei etwa A als festen Punkt und BC als feste 
Gerade annimmt. Gesetzt nun es liefsen sich durch A, B, C 
zwei Ebenen legen, so hätten dieselben zunächst die Geraden 
AB, BC, CA gemeinsam, da von jeder zwei Punkte in jede 
der Ebenen fallen. Bewegt sich aber eine Gerade so, dafa 
sie beständig durch den Punkt A und einen Punkt von BG 
geht, so bleibt sie ebenfalls beiden Ebenen gemeinsam, da 
sie immer mit beiden zwei Punkte gemeinsam hat. Das 
Gleiche ist der Fall, wenn man Gerade durch B und CA, 
sowie C und AB legt; dafs aber durch diese Geraden beide 
Ebenen vollständig überdeckt werden, ist evident. — Liegen 
A, B, C in einer Geraden, so werden diese Schlüsse hinfällig. 

Durch drei nicht in einer Geraden liegende Punkte ist 
also die Lage einer Ebene volistäadig bestimmt. 

d. Eine Gerade, welche nur einen Punkt mit einer Ebene 
gemein hat, durchdringt dieselbe, d. h. sie liegt zum Teil 
auf der einen, zum Teil auf der andern Seite der Ebene 
(Axiom). Hieraus folgt, dafs auch eine Ebene, die mit einer 
andern einen Funkt gemeinsam hat, ohne ganz in sie zu 
fallen, sie durchdringen mufs; man braucht nämlich nur eine 
Gerade in ihr, welche, ohne in die zweite Ebene zu fallen, 
durch jenen Punkt geht, ins Auge zu fassen. Ein Durch- 
dringen zweier Ebenen kann aber augenscheinlich nur in einer 
lAnie, nicht in einzelnen Punkten statthaben. Die Schnitt- 
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Knie der beiden Ebenen mufs eine Gerade sein; denn andern- 
falls hätten sie mehr als zwei nicht in einer Geraden gele- 
gene Punlite gemein, ohne zusammenzufallen. 

e. Alle Ebenen aind, bis auf ihre Lage, vollkommen 
identisch. Man kann nämlich zwei Ebenen zuerst mit einem 
Punkte in einander legen; dann haben sie mindestens eine 
Gerade gemein; dreht man nun die eine um diese Schnitt- 
linie, so kann noch ein weiterer Punkt zum Zusammenfallen 
gebracht werden, wodurch nach c. die Ebenen in einander zu 
liegen kommen. 

f. Da ein solches Inein and erlegen zweier Ebenen auf 
unendlich viele Arten möglich ist (man kann die ursprüng- 
liche Schnittlinie ganz beliebig wählen), so folgt, dafs man 
jede Ebene in sich selbst beliebig drehen und verschieben 
kann. Auch kann man eine Ebene derart mit sich selbst 
zur Deckung bringen, dafs die beiden Seiten vertauscht er- 
scheinen (Umklappen); die Ebene ist umkehrbar. 

5. Von anderen Erzeugungs weisen der Ebene und der 
Geraden, durch welche die aufgestellten Axiome vermieden 
werden sollen, ist die von J. Bolyai und Lobatscfwwsky ge- 
gebene die merkwürdigste. Indem wir in betreff einer ein- 
gehenderen Darstellung auf „Frischauf, Elemente der absoluten 
Geometrie" verweisen, geben wir hier nur einen kurzen Abrifs 
und eine sich an seh lief sende Kritik derselben. 

An Stelle der Geraden und der Ebene kann man zuerst 
die Kugel und den Kreis konstruieren. Die Kugel ist die 
Fläche, die von dem einen von zwei in irgend welcher Weise 
fest verbundenen Punkte beschrieben wird, wenn der andere 
(der Mittel^nht) fest bleibt. Eine Kugelfläche kann dieser 
Definition nach beliebig in sich selbst verschoben werden. 
Zwei Kugeln sind gleich, wenn die erzeugenden Punktepaare 
A, B und A' , B' zur Deckung gebracht werden können; die 
eine ist grofser als die andere, wenn sie beim Aufeinander- 
legen der Mittelpunkte die andere ganz in sich schliefst; das 
Sich- seh neiden konzentrischer Kugeln ist ausgeschlossen. 
Schneiden sich zwei exzentrische Kugein, so heifst die Schnitt- 
linie ein Kreis; derselbe kann ebenfalls in sich verschoben 
werden. Ein Kreis kann von jedem seiner Punkte aus der- 
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14 Grundlagen. 

art in zwei Teile geteilt werden, dafs diese zur Deckung za 
bringen sind; hierdurch wird ein zweiter Punkt, der Gegen- 
pufikt des ersten, auf dem Kreise fixiert. Nimmt mau zwei 
teste Mittelpunkte A uüd A' an und konstruiert um dieselben 
unendlich viele Kugeln, so bilden die von je zwei gleichen 
Kugeln beider Systeme erzeugten Schnittlinien (soweit sie sich 
überhaupt schneiden) eine zusammenhängende Flüche, welche 
Ebene heifst. Fixiert man in einem der die Ebene zusam- 
mensetzenden Kreise zwei Gegenpunkte C und C, und nimmt 
nun eine Drehung des ganzen Systems um C und C vor, 
die A mit A', A' mit A zur Deckung bringt, so bilden die 
in Ruhe bleibenden Punkte der Kreise eine zusammenhängende 
Linie, die Gerade. 

Diese Erzeugungs weise erscheint schon deshalb als un- 
natürlicli, weil sie zuerst die Kugel und den Kreis liefert, 
die Gebilde einer höheren Stufe sind, wie die Ebene und die 
Gerade. Trotzdem müfsten wir sie der hier gegebenen vor- 
ziehen, wenn sich aus ihr die Eigenschaften der beiden letz- 
teren ohne Zuhilfeuahmo von Axiomen (aufser dem der Kon- 
gruenz) herleiten liefsen. Dies wird allerdings beabsichtigt, 
aber nach des Verfassers Ansicht keineswegs geleistet. Der 
Haupteinwurf gegen die Bolyai-Lobatsehewskysche Theorie 
ist der, dafs aus ihr keineswegs hervorgeht, dafs sich zwei 
Kugeln nur in einer einfachen Linie, nicht etwa in mehreren, 
schneiden. Ohne Nachweis dieses Satzes ist aber z. B. der 
Beweis des zweiten Gleichheitssatzes (Kongruenzsatzes; a. a. 0, 
p. 12) hinfällig, der p. 17 zum Beweis der Fundamental- 
eigenschaften der Ebene benutzt wird. Es scheint, dafs der 
zweite Gleichheitssatz nur nach Einführung der Ebene be- 
weisbar ist; nur in der Ebene sind Winkelvergleichungen 
möglich. 

Weitere historische Angaben über Versuche, das Axiom 
der Ebene zu beseitigen, siehe bei Baltser, „Die Elemente 
der MaffiemaHk", Planimetrie, p. 5. EuhUä definiert die Ebene 
ganz analog wie die Gerade: 'Emitedog inupdvscä isuv, ij'rts 
eI Haov raig itp" iavzijg evQ'aiatg xsttat (die Ebene ist eine 
Fläche, welche an den in ihr enthaltenen Geraden gleich- 
artig liegt). 
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6. Punkt, Gerade and Ebene sind die einzigen Urimd- 
gebilde, aus denen die gesamte Geometrie aufgebaut werden 
soll. In der detnenfaren Geometrie werden nur Zusammen- 
stellungen einer endlichen Änzabl von Punkten, Geraden und 
Ebenen behandelt. In der höheren Geometrie treten hierzu 
Zusammenstellungen unen^ich vieler dieser Grandgebilde, wo- 
durch krumme Linien, Flächen, Kurvensysteme u. s, w. er- 
zeugt werden. 

In der Folge werden wir, dem alten Gange folgend, 
zuerst nur Gebilde in einer Ebene (^Planimetrie), dann erst 
solche im Riume (Stei eomelt le) behandeln Ällerlings bildet 
die Planimetrie nui einen 8p ezial ab schnitt der btereometiie; 
doch ist deiselbe so umfangreich dafs durch ihn die ateieo- 
metrischen Betiai,htungen zu sehr auseinindi-r genasen wur- 
den. Wii stellen dabei die Planimetrie an den Anfing uns 
vorbehaltend aie spitei an geeignetem Orte in die Stereo- 
metrie emzareihen 

Em Beispiel dei vei einigten Behandlung von Planimetrie 
und Steieometiie bilden u i die EJ mute Jn Gifweltie" 
von J Frtschau/ 
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Planimetrie. 

§ 4. 

Disposition. 

1. Auf dem Gebiete der elementareu Planimetrie haben 
wir es mit der Zusammenstellung einer endlichen Zahl von 
Punkten und Geraden zu tlmn. Da ein Punkt als Schnitt- 
punkt Kweier Geraden, eine Gerade als Verbindungslinie zweier 
Punkte gedacht werden kann, genügt es Gebilde zu betrachten, 
die durch Zusammenstellung von Punkten allein oder von 
Geraden allein erhalten werden. In erster Linie werden wir 
uns mit Komplexen von Geraden beschäftigen; doch werden 
wir daneben auch wegen gewisser Analogien die entspre- 
chenden Punktgebiide ins Äuge fassen. Die erste Direktive 
für den Gang unserer Untersuchungen wird uns die Ansahl 
der zas am mengefügten Geraden oder Punkte bieten; wir wer- 
den die Fragen zu beantworten suchen, die sich bei Zu- 
sammenstellungen von 2, 3, 4 u. a. w. Geraden, resp. Punkten 
aufwerfen lassen. Freilich werden wir uns nicht immer pe- 
dantisch an diese Disposition halten können, vielmehr werden 
wir durch dieselbe erst auf höhere Gesichtspunkte hinge- 
wiesen werden. Das Gebiet, dessen Erforschung wir uns vor- 
gesetzt haben, würde hiernach immer noch unerschöpflich 
grofs sein, wenn wir uns nicht weitere Beschränkungen auf- 
erlegten. Wir werden daher unsere Aufmerksamkeit in erster 
Linie solchen Gebilden zuwenden, die einen ganz allgemeinen 
Charakter tragen; von Spezialfälleu sollen nur die wesent- 
lichsten behandelt werden. Hiernach wird allerdings unsere 
Darstellung der Elementar geometrie ein ganz anderes Aus- 
sehen gewinnen, wie die zahlreichen Bearbeitungen nach 
Muster der Eukhdischen Elemente, Sätze, die sonst eine 
wichtige Rolle spielten, werden nur neben such lieh oder gar 
nicht behandelt werden, während andere, die in Elcmenta.v- 
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buchern eiitwedii gar nicht zu fanden sind oiier eine unver- 
diente Zurücksetzung erfahien, an die ilrnen zukommende 
Stelle geiuckt werden 

3. Durch zwei beliebig gegebene Punkte ist eine Gerade 
vollständig bestimmt, zwei in einer Ebene vorgelegte Geraden 
können sich schneiden und bestimmen <l.inn einen einzigen 
Punkt, ihren ScJimflpunll femd « Punkte gegeben, so kann 
jedei derselben mit jedem andeion durch eine Gerade ver- 
bunden werden, da eventuell mehieie dieser Geraden zusam- 
menfillen können, ao sagen wir, dils durch n Punkte höch- 
stens und im allgemeinen ^^^^^^^ — - Gerade bestimmt sind. 
Ebenso sind durch n in einer Ebene gelegene Geraden höch- 
stens --'"^^ Punkte bestimmt. Wir begegnen bereits hier 
einer Art Dnalismus zwischen Punkt und Gerade, d. h. wir 
haben zwei Sätze, die (nahezu) in einander übergehen, wenn 
■wir die Worte Punkt und Gerade, verbinden und sich schnei- 
den vertauschen. Dieser Dualismus ist vorläufig noch unvoll- 
hommtm-^ denn während sich zwei Punkte immer durch eine 
Gerade verbinden lassen, können wir noch nicht behaupten, 
dafs zwei in einer Ebene gelegene Geraden sich immer 
schneiden müssen. 

Wir untersuchen nun die Zusammenstellung von zwei 
Punkten und von zwei Geraden genauer. 



Die begrenzte Gerade. 
1. Durch einen auf einer Geraden angegebenen Punkt 
wird erstere in zwei Teile zerlegt, die auf der einen Seite 
begrenzt, auf der anderen aber vöSHg unbegrenzt sind; die- 
selben heifsen Halbgerade. Geht eine Gerade durch zwei be- 
stimmte Punkte, so wird sie in drei Teile zerlegt, von denen 
die beiden äufseren nur einseitig begrenzt sind, während der 
mittlere vollständig begrenzt ist; letzteren nennen wir eine 
Streclce und bezeichnen ihn durch die an seine Endpunkte 
gesetzten grofsen oder durch einen einzigen kleinen latei- 
nischen Buchstaben. Während Halbgerade ebenso wie die 
i Geraden 7,ur Deckung gebracht werden können, ge- 



Hosted by 



Google 



18 Planimetrie, 

liugt dies mit Strecken nur ausnahmsweise. Legen wir zwei 
Strecken so, dafs sie in dieselbe Gerade fallen und den einen 
Endpunkt gemeinsam haben, so sind noch zwei Lagen mög- 
lich. Erstens können die Strecken ganz oder teilweise auf- 
einander fallen; decken sie sich vollständig, so heifsen sie 
glekh, andernfalls nennen wir diejenige gröfser, welche nur 
teilweise mit der anderen zusammenfällt; das nicht gemein- 
same Stück wird als die Differms der beiden Strecken be- 
zeichnet. Liegen dagegen zweitens die Strecken so, dafs ^ie 
nicht aufeinander fallen, so bilden sie zusammen eine dritte 
Strecke, welche ihre Summe heifst. In analoger Weise kann 
man auch eine gröfsere Anzahl von Strecken zu einer Summe 
vereinigen. Wir sprechen das Axiom aus; Man erhält die- 
selbe Gesamtstrecke, in welcher Beihenfolge man auch die Einzel- 
shecken {summatorisch) :susammmsetzL Dasselbe gilt noch, 
wenn ein Teil der Strecken subtraktiv angetragen wird. — 
Hinzuzufügen sind die folgenden unmittelbar einleuchtenden 
Wahrheiten: Sind zwei Strecken einer dritten gleich, so sind 
sie auch unter einander gleich. Fügt man zu gleichen Strecken 
Gleiches hinzu oder nimmt es davon weg, so bleiben sie 
gleich. Verfahrt man ebenso mit ungleichen Strecken, so bleibt 
diejenige die gröfsere, die vorher die gröfsere war u. s. w, 

2. Die eben gewonnenen einfachen Resultate sind für 
die Weite rent Wickelung der Geometrie fundamental; sie geben 
ims die Möglichkeit, die Gesetze der Arithmetik auf die Geo- 
meirie angtiwenden. Die gesamte Arithmetik baut sich auf zwei 
Grundelementen auf: dem Begriff der positiven ganzen Zahl 
und dem der Addition; alle andern Zahlengröfsen und Rech- 
nungsoperationen lassen sich aus diesen ableiten. Es ist eine 
Eigentümlichkeit unseres rechnenden Verstandes, nicht 
stetigen, frei veränderlichen Gröfsen operieren zu können; 
rechnen zunächst nur mit AmsaMen von Individuen. Die wei 
tere Entwickelung bringt es dann freilich mit sich, noch 
andere Grbfseu einzuführen; allein diese sind alle aus den 
ganzen Zahlen herleitbar*). Soll auf irgend einem Gebiete 

') Aueführlicheres aber diesen Gegpnstand flödet man in des Ver- 
feBsers : Lehrbuch der Theorie der periodisehen Fanktioneti einer Variahein 
«. S- w. Leipzig 1884. 
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g 5. Die begrenzte Gerade. 19 

die Arithmetik zur Anwendung gelangen, so handelt es sich 
zuerst um Einführung von Individuen, die gezählt und deren 
Anzahlen addiert werden können. Hierzu gelangen wir durch 
unsere geometrische Untersuchung. Wir brauchen nur eine 
ganz beliebige Strecke — zu einer besonderen Wahl haben 
wir bis jetzt keine Veranlassung — als sog. Mafseinfteü an- 
zunehmen und diese mit anderen zu vergleichen. Das Ver- 
fahren kann etwa das folgende sein. Wir tragen die Mafs- 
einheit AB auf der zu messenden Strecke CD von C aus 
ab (bis i'); finden wir, dafs hierdurch CD noch nicht voll- 
ständig bedeckt ist, so tragen wir CD von E ans ein zweites 
Mal ab, dann eventuell ein drittes Mal u. s. w. Bei diesem 
fortgesetzten Abtragen kommt entweder einmal (etwa nach 
Mmaligem Abtragen) ein Teilungspunkt gerade auf D zu 
liegen, oder es bleibt ein Rest GD, der kleiner ist als AB. 
Im ersteren Falle ist das Verfahren beendigt; wir sagen, CD 
sei das mfache von AB. Haben wir den Begriff der Verviel- 
fältigung einer Strecke gewonnen, so haben wir damit auch 
sofort den der Teilung. 

Wir nennen MN den wten Teil von A3, wenn MN 
«mal an einander gesetzt AB giebt; dieser «te Teil ist eine 
eindeutig bestimmte Strecke ; denn verschiedene Strecken geben 
mit n vervielfältigt Verschiedenes*). Hierdurch erhalten wir 
die Möglichkeit, im Falle des Nichtauf gehen s von AB in 
CD das Verfahren fortzusetzen, und zwar auf verschiedene 
Arten. Wir können uns z. B, AB in n gleiche Teile geteilt 
denken, wo n beliebig ganzzahlig ist, und zusehen, wie oft 
ein solcher Teil in dem Reste GD enthalten ist; gebt diese 
Operation für eiu geeignetes n auf, so ist CD durch ein 
) Vielfaches m, vermehrt um einen Bruchteil - 



von AB ausdriickbar. Läfst sieb kein solches n finden, so 
nimmt man n beliebig grofs, wodurch der übrig bleibende 
Teil beliebig klein gemacht werden kann; der Best stellt 

*) Die gröfaere der beiden ungleichen Strecken besteht nämlich 
ana der kleineren, vermehrt um eine zweite Strecke; das Mfache von 
ihr ist aläo das «fache der kleineren, vermehrt um das mfache der 
Zusatz strecke. 
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sich dann als irrationales Vielfaches der MaXseijiheit dar. Will 
man das Verfahren der Dezimalbruehrechnung anpassen, so 
teilt man AS zuerst in 10 gleiche Teile, dann nötigenfalls 
einen dieser Teile wieder in 10 gleiche u. s. w., und kann 
so jeden Grad von Genauigkeit erzielen. 

Ein anderes, sehr instruktives Verfahren, welches daa 
Teilen einer Strecke ganz vermeidet und nur erfordert, dafs 
man eine Strecke auf einer andern abtragen kann, ist die 
Kettenbruchmethode. Wir nehmen an, dafs AB sich «mal auf 
CD abtragen läfat, bis der Rest GD < AJi wird. Dann läfst 
sich wieder GD etwa bmai ani AB abtragen, der gefundene 
Rest HB < GD cmal auf GD, der neue Rest Jmal auf dem 
vorhergehenden u. s. w. Schliefslich können wir 

CD = AD.fa + ^ ,- 

/, + - 

setzen, wo der Ketteubruch abbrechen oder ins unendliche 
fortlaufen kann; im letzteren Falle ist er, da b, c, d . . . alle 
positive, ganze Zahlen sind, konvergent. 

3. Das Hauptergebnis ist: Wenn wir eine beliebige Strecke 
AB als Einheit su Gnmde legen, so können wir jede andere 
als das rfache derselben bezeichnen, tvo r irgend eine reelle, 
rationale oder irrationale, eunächst posiUve Zahl ist. Man schreibt 
demgemäfs jeder Strecke eine Gröfse, hier speziell Länge ge- 
nannt, zu, die durch eine Zahl ausgedrückt werden kann, 
nachdem willkililich eine LungmeinJmt festgesetzt wurde. Man 
nennt das Vergleichen mit der Einheit Messen. 

4. Nachdem für jede Strecke ein Zahlenwert (na«h Be- 
stimmung der Einheit) festgesetzt ist, kann man sämtliche 
Rechnungsoperationen auf strecken anwenden. Die Addition 
und Subtraktion sind unmittelbar geometrisch gegeben (s. 1.). 
Das Resultat bleibt nicht nutneris<^, aber geometrisch das 
gleiche, wenn man die Mafseinheit ändert. Für die Multi- 
plikation gilt dies nicht, ändert man die Einheit, so erhält 
man flir das Produkt zweier Strecken nicht allein andere 
Zahlenwerte, sondern es entsprechen denselben auch geome- 
trisch andere Strecken Der Quotient zweier Strecken ist eine 
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§ 6. Die liegrenate Gerade. 21 

reine Zahl, die von der Mafseiiiheit unabhängig ist; denn ist 
eine Mafaeinheit a- und ömai iu zwei Strecken enthalten, ist 
ferner eine zweite Einheit in der ersten ftmal, also in den 
beiden Strecken ah- und öftnial enthalten, so haben wir 
uk ^ a_ 
bk~ b' 

6. Alle algd)raisckm Glekhungm swkchm Strecken, ßir 
die Iceinc lesÜmmk Mafseinkeit vorgeschrieben ist, müssen homo- 
gen sein, d. h. ihre sämtlichen Glieder müssen gleich viele 
Faktoren, welche Strecken darstellen, enthalten. Dividiert 
man die Gleichung durch die Faktoren eines GUedes der- 
selben (oder überhaupt durch die gleiche Anzahl Strecken 
darstellender Paktoren), so enthält sie nur Quotienten von 
Strecken. 

Beweis; Aus der letzten Bemerkung und 4. geht hervor, 
dafs eine solche Gleichung thatsächlieh von der willkürlieh 
gewählten Mal'seinheit unabhängig ist. Lautet dagegen eine 
Gleichung etwa 

«, a^ic + a^a}ßc -\- a^h^ + '^i'-'" = ^i 
worin ö,, a^, «3, % Zahlenfaktoren sind, während a, 6, c 
Strecken darstellen, die natürlich alle nach derselben Längen- 
einheit gemessen sind,' so dividieren wir zunächst durch den 
Streck enfaktor eines der niedrigsten Glieder, hier c^, und 
erhalten 

a^b , ab' I &' I r. 

Wählen wir nun eine Mafseinheit, die kmal in der urspriing- 
Hchen enthalten ist, so treten an Stelle von «, b, c die 
Werte ah, bk, ck und die Gleichung geht über in 



k? 



/ a^b , ab\ , , ö" I n 

( «1 1- «ä 1 + ffiOg -ä + »4 ^ U. 



Diese Gleichung ändert sieh aber für verschiedene Werte 
von h, kann also nicht für eine beliebige Mafseinheit bestehen. 

Alle allgemein gültigen Gleichungen, in denen ledighch 
Strecken vorkommen, enthalten geeignet umgeformt nur 
Qtiotienten der letztern. 

6. Der arithmetische Ausdruck a — h kann in doppelter 
Weise interpretiert werden. Entweder soll von a die Gröfse 6 
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Planimetrie. 

jr es soll zu a die negative Gröfse — h hin- 
zugefügt werden. Die Subtraktion kann also durch Einführung 
der negativen Gröfsen in eine Addition verwandelt werden. 
Dies suchen wir auf die Geometrie zu Übertragen. Teilen 
wir eine Gerade durch einen Punkt in zwei Halbgerade, so 
können wir uns von dem Punkte aus auf jeder derselben 
weiter bewegen, ohne einen schon durchlaufenen Punkt zum 
zweiten Male zu überschreiten; wir sagen dann, dafs wir 
uns immer in derseUien liichlung bewegen. Gehen von einem 
Punkte beliebig viele Halbgerade aus, so sagen wir, dafs 
jede derselben eine Richtung fixiert, in der sich ein von dem 
gemeinsamen Schnittpunkte ausgehender Punkt fortbewegen 
kann. Die Richtungen der zwei Halbgeraden insbesondere, 
die zusammen eine Gerade ausmachen, nennen wir entgegen- 
gesetzt. Begrenzen wir eine Strecke durch die Punkte A und 
B, so können wir diese von Ä bis B und von B bis A 
durchlaufen; in beiden Fallen ist die Be weg ungs rieh tun g die 
entgegengesetzte. Nehmen wir nun bei einer Strecke nicht 
allein auf ihre absolute Gröfse, sondern auch auf die Rich- 
tung Rücksicht, in der wir sie uns durchlaufen denken, so 
können wir ihr für die eine Bewegungsrichtung {beliebig 
welche) das Zeichen -f-j für die umgekehrte das Zeichen — 
beilegen. Bezeichnet nun, wie immer in der Folge, AB die 
von A nach B, BA die von B nach A durchlaufene Strecke, 
so ist AB = — BA oder 
(1) AB-\-BA = 0. 

Sollen mehrere Strecken (die entweder Teile derselben 
Geraden sein müssen oder für die ein bestimmtes Vorzeichen 
irgendwie fixiert ist) addiert werden, so sind dieselben 
nach einander auf einer Geraden in dem ihrem Zeichen 
entsprechenden Richtung« sinne zu durchlaufen; ist eine 
Strecke CD zu subtrahieren, so addiert man statt derselben 
DO = - CD*). 

7. Sind A, B, C Punkte derselben Geraden, so ist 
(3) AB + BG-\-CA = i). 

*) Diese kousequeote Mitbozeichnnng dec Eichtaug einer Strecke 
verdankt man Möhias. 
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§ 6. Die begrenzte Gerade. 23 

Sind auf einer Geraden n Punkte gegeben, so bestimmen 
je zwei eine Strecke; es sind im ganzen also — - Strecken 

bestimmt. Von diesen können aber nur (n — 1) beliebig 
gegeben werden (z. B. die Abstände des ersten Punktes yon 
den (n — 1) übrigen oder die Abstände je zweier aufeinander 
folgender Punkte), wUhrend die übrigen durch (2) analoge 
Gleichungen aus diesen berechnet werden können. Aus diesen 
einfachen, linearen Gleichungen lassen sich zahlreiche kom- 
pliziertere herleiten, wie z. B. bei vier Punkten A, S, C, D: 
(?>) AB . CD + BC . AD ->r CA.BD^O, 

was leicht durch Zurückführung der Strecken auf drei der- 
selben zu identifizieren ist. 

8. Das Ausdrücken von Strecken durch Zahlen ist des- 
halb so wichtig, weit es die Anwendung arithmetischer 
Schlüsse auf die Geometrie ermöglicht, und kann nicht ent>- 
behrt werden, wo es sich um Gröfsenbestimmuugen handelt. 
Dagegen darf nicht verschwiegen werden, dafs hierbei ein 
der Natur der geometrischen Gebilde absolut fremdes Element 
in die Betrachtung eingeführt wird: die Längeneinheit. Die 
geometrischen Längen sind stetig, wir können sie durch Ver- 
schieben des einen Endpunkts ohne Sprung ändern. Allein 
mit aolchen Gröfsen können wir nicht rechnen; nur durch 
jene Willkürlichkeit sind wir Überhaupt in den Stand gesetzt, 
geometrische Gebilde der Rechnung zu unterwerfen. Das 
Gefühl, dafs auf diese Weise etwas nicht Naturgemäßes ge- 
schieht, mag manche Geometer veranlassen, die Geometrie 
des Mafses gegenüber der später zu erörternden, übrigens 
ganz speziellen Geometrie der Lage gewissermafsen zurück- 
zusetzen. 

9. Die Grofsenvergleichung der Strecken beruhte auf 
der Möglichkeit, Strecken zum Zusammenfallen zu bringen 
oder in solche Teile zu zerlegen, die identifiziert werden 
können. Eine Grofsenvergleichung zwischen einer gerad- 
linigen Strecke und einer krummen Linie (Kurve), d. h. einer 
Linie, von der kein noch so kleiner Teil gerade ist, wird 
hiennit ausgeschlossen, ebenso wie in den meisten Fallen die 
Grofsenvergleichung krummer Linien untereinander. Denken 
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wir uns die Karve m noch so kleiue Teile zerlegt, so können 
wir diese doch nicht mit geradünigen Strecken zur Deckung 
bringen, können auch in keiner Weise schliefseu, dafs sie 
kleinen geradlinigen Strecken an Gröfse beliebig nahe kommen. 
Trotzdem haben wir die Vorstellung, die von einem unaus- 
dehnbaren, jedoch völlig biegsamen Faden hergenommen sein 
mag, dafs Kurven untereinander und mit der Geradon au 
Gröfse vergleichbar sind. Man bedarf zur Messung von 
Kurven eines doppelten Axioms*): 

a. Kurven sind mit Geraden an Lange veri/lewhhar. 

b. Ein Stück einer Kurve, welches eimscfien zwei unmdliclt 
bmachharten Fünicten liegt, isi zwar grofser als die die leiden 
lenkte verhindmde geradlinige Streike, unterscheidet sieli aber 
von ihr im allgemeinen nur um eine wnendltch Ideine Gröfse 
höherer Ordnung. 

Dabei ist das beigefügte „im allgemeinen" wohl zu be- 
achten, denn es können sehr wohl Ausnahmen vorkommen, 
deren Emierung durch Differentialbetrachtungen möglich ist. 

Es ist ein Zeichen von tiefer mathematischer Einsicht, 
dafs Arckimedes ein solches Axiom seiner Kreisrechnung 
vorherschickt, vorausgesetzt, dafs er es wirklich der be- 
sprochenen Schwierigkeit wegen aufstellte**). Eiddides be- 
handelt diesen Gegenstand überhaupt nicht. In neueren 
elementaren Lehrbüchern wird die Schwierigkeit meistens 
totgeschwiegen oder durch Scheinbetrachtungen verdeckt. Bei 
der Kreisrechnung pflegt man wohl zuerst den Flächeninhalt 
des Kreises, bei dem eine solche Schwierigkeit nicht eintritt, 
zu berechnen und dann erst zum Umfange überzugehen; aber 



*) lalls man nicht die Linge dDi Lurve direkt al« den riieniwi.it 
dei Simme unendlich vieli-r unondlicli lleiuei Sehnen ier Eurv \on 
dunen le zwei aufeinander folf,ende einen Fndpunkt gömLinsam haben 
erkUrcn will 

**) Auch ist bei ungleichen Linien 1 lachen unl Kuiporn dtt 
Uberechufb de^ gro&eren ubei das kleinere bo giofs dala i,r dtiich mehr 
malige Zuaamiucnfuguiig zu sich bolbat grofser we den kann als jede 
Gröfse von der Art der vci glicht nen Auafu hi lieber ta uler den 
Gegenstand s bei Sfo! B BoLano i Bedeutung in der Geschichte 
der Infinite suaalrechnuug Matb AnD B Will p :!68 
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§ 5. Die begrenit« Gerade, 25 

bei diesem Übergänge treten dieselben Schwierigkeiten ein 
wie bei der direkten Behandlung. 

Ähnliche Bemerkungen gelten für die Flächeninhaltsbe- 
rechnung gekrümmter Flächen. 

10. Wir wollen hier kurz einer höchst interessanten 
Erweiterung des Begriffes des Messens gedenken, die nach 
ihrer Begründung durch Cayley besonders von F. Klein aus- 
gebildet wurde und in neuerer Zeit mannigfache Anwendung 
fand*). Eine weitergehende Durchführung dieser Ideen kann 
hier nicht gegeben werden, da sie die Benutzung der Kegel- 
schnitte und der Flächen zweiter Ordnung notig macht. 

Bei der gewöhnlichen Messung einer Strecke wird die 
Mafseiuheit wiederholt zu sich selbst addiert, bis die Länge 
der Strecke erreicht ist. Die Anzahl der nötigen Additionen 
giebt die Lange der Strecke, Freilich mufs diese Operation 
dahin erweitert werden, dal's auch die Ausführung einer ge- 
brochenen Anzahl von Operationen — durch Antragen eines 
Bruchteils der Mafseinheit — einen Sinn erhalt. Denkt ujan 
sich nun eine Gerade bereits nach irgend einer Einheit von 
einem willkürlichen Nullpunkte aus eingeteilt und die Teil- 
punkte in bekannter Weise mit den positiven und negativen 
Zahlen bezeichnet, so wird das Messen des Abatandes zweier 
Punkte a:^ und x^ auf dieser Geraden nach einer Mafsein- 
heit n nichts anderes sein wie die Untersuchung, wie oft mal 
die Transformation 

,j-x + n 
angewandt werden mufs, um aus der Gröfse x^ die Gröfse x^ 
herzuleiten. 

An Stelle dieser kann man nun irgend eine beliebige 
andere, reelle, lineare Transformation 
«^ + ;, 
y = C.-+ d 
setzen. Mufs man diese Transformation /sfach iteriert auf 
Xy anwenden, um x^ zu erhalten, so kommt der Strecke x^X2 

*) Cayl&y, Sixth Memoir upon Quantics in Philos. Traneact., B. 149 ; 
Klein, Über die sogenannte Nictdeuklidinche Geometrie, Matb. Ann. B. 4, 
p. 673 — 625, B. 5, p. 112—145, B. 7, p. 531-537. S. aucli die Dar- 
BteUnng bei Salmon-Fiedler, Analytische Geometiie da- Kegeüchnitle. 
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in diesem Mafasysteme das Mafs Ti zu. Auch hier kann 
leicht ein gebrochenes /c erklärt werden. Jede lineare Trans- 
formation kann*) durch geeignete Transformation auf eine 
der beiden 

y = fx und y = x -\- n 
zurückgeführt werden. Der Mafszahl h entsprechen in diesen 
beiden Fundanientalfällen die Transformationen 

y ^ }^x und y ^ x -\- lin , 
die auch für gebrochene Ti einen Sinn behalten. Bei der 
Transformation y = px sind zwei Fälle von besonderer Wich- 
tigkeit, auf die sich die übrigen zurückführen lassen: dafs p 
eine reelle, positive Zahl und dafs p eine Einheitswurzel ist. 
Die lineare Transformation führt im allgemeinen je zwei 
Punkte in sich selbst über. Man braucht nur 

cx + d 
zu setzen und berechnet für beide die Werte 
^ a- d±Via — df + i bc _ 

Je nachdem 

a. (a — d)^-{-4hc>0, 

b. (a — df 4- 46c = 0, 

c. (« _ rf)2 _j_ Uc < 

ist, werden die beiden Doppelpunkte reell jind verschieden 
reell und zusammenfallend, konjugiert komplex. Die ein- 
gehendere Untersuchung zeigt, dafs dem ersten und letzten 
Falle die Fundamentaltransformation y = px entspricht, das 
erste Mal mit reellem p, das zweite Mal mit komplexem p, 
dessen absoluter Betrag der Einheit gleich ist; es genügt im 
ersten Falle, nur positive p zu betrachten. Im Falle b. ent- 
spricht die Pundamentaltransformation y ^ x -\- n. Nach 
Klein wird die Transformation im Falle 

a. als hyperbolisch, 

b. als parabolisch f 

c. als ellipUsch 
bezeichnet. 

*) S. hierüber des Verfassers: „Lehrbuch der Tlieorie der perio- 
dischen Funktionen m. s. vi.", p, 147 u. 370. 
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g 6. Der Winkel. 27 

Bei der hyperbolischen Transformation teilen die beiden 
reellen Doppelpunkte die Reihe der reellen Zahlen in zwei 
getrennte Abteiinngen; ein Pnnkt der einen wird durch 
keine Transformation in einen der andern übergeführt. Wir 
können also nicht nach diesem Verfahren die Distanz zweier 
Punkte bestimmen, welche in getrennten Abteilungen liegen. 
Die Distanz irgend eines Punktes von den beiden Doppel- 
punkten ist unendlich. 

Bei der parabolischen Transformation ist nur ein Doppel- 
punkt vorhanden, welcher von allen Punkten eine unendliche 
Distanz hat. Bei der gewöhnlichen Mafsbestimmnng, wekhei 
die einfachste paraboliache Tiansformation entspricht, ist der 
unendlich ferne Punkt der Doppelpunkt Bei der elli[>tischen 
Transformation endlich liegen in der Reihe der reellen 
Zahlen gar keine Doppelpunkte Jeder Punkt hat von jedem 
andern eine endliche Distanz 

Diese wenigen Andeutungen mögen hiei j'enugen, an 
späterer Stelle kommen wii auf den ttegenstand zurück 

§ 0. 
Der 'Winkel. 

1. Während sich zwei Punkte immer durch eine Gerade 
verbinden lassen, ist es bei zwei Geraden, auch wenn sie in 
einer Ebene liegen, nicht notwendig, dafs sie einen Punkt 
gemeinsam haben. Zwei in derselben Ebene liegende G^ade, 
welche deinen Punict gemeinsam haben, hcifsen parallel. Dafs 
parallele Geraden wirklich existieren, wird später nachge- 
wiesen werden. 

Die gegebene Definition der Parallelen ist wesentlich 
identisch mit der .fiW^jöüschen; auf die Bolyai'scXx^ kommen 
wir später zu sprechen. Die landläufige, dafe zwei Gerade 
parallel heifsen, wenn sie dieselbe Richtung haben, ist 
nichtssagend, da der Begriff der Richtung nicht vorher fest- 
gesetzt wird; aufserdem nimmt sie eine später zu erörternde 
Thafcaache als selbstverständlich an, die in Wirklichkeit un- 
erwiesen ist. Auch die Orafsmanv^sehn Ausdehnungslehre 
läfst diese fundamentale Schwier^keit unerledigt. 
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3. Den anderen Fall, dafs zwei Gerade einen Punkt 
gemeinsam haben, müssen wir noch genauer untersuchen. 
Die Geraden Hegen dann in einer Ebene, da man durch den 
gemeinsamen Punkt und je einen anderen Punkt der beiden 
Geraden eine Ebene legen kann, die mit jeder der Geraden 
zwei Punkte gemeinsam hat. Wir stellen nun das Axiom 
auf, dafs zwd Gerade, welche ohne susammensufalteti einen 
Tunkt gemeinsam haben, sich einander durchschneiden. Dies 
ist folgenderraafsen zu verstehen. Jede Ebene wird durch 
eine in ihr liegende Gerade in zwei vollständig getrennte 
Halhebenen zerlegt derart, dafs man aus der einen (in der 
Ebene bleibend) nicht in die andere gelangen kann, ohne 
die Gerade zu überschreiten. Man kann hiernach der Geraden 
(in der Ebene) zwei Seifen („Ufer") beimessen, von denen 
jede einer der beiden Hai bebeneu zugewandt ist. Unser 
Axiom sagt nun, dafs eine zweite Gerade derselben Ebene, 
welche mit der ersten einen Punkt gemeinsam hat, aus der 
einen Halbebene in die andere hinüberführt, nicht ganz in 
der einen derselben verläuft. Gerade können sich also nicht 
„berühren"*). 

3. Wir betrachten zunächst die beiden sich schneidenden 
Geraden nicht in ihrer vollen Ausdehnung, sondern an ihrer 
Stelle nur zwei Halbgerade, die von demselben Punkte aus- 
laufen. Es leuchtet ein, dafs zwei so zusammengesetzte Ge- 
bilde entweder gleich oder verschieden sein können, je nach- 
dem es möglich ist sie zur Deckung zu bringen oder nicht. 
Um indessen zu einer weitergebenden Gröfsenvergleichung 
derselben zu gelangen, müssen wir etwas genauer auf ihre 
Entstehungsweise eingehen. Wir denken uns eine Halbgerade 
AS festliegend, eine zweite AG aber in einer Ebene der- 
artig bewegt {„gedreht"), dafs A immer festbleibt. Geben 
wir ÄC die Anfangslage AB, so kann die Bewegung in 
doppelter Weise so ausgeführt werden, dafs AC niemals in 
eine eben erst verlassene Lage zurückkehrt; AC kann sich, 
von einer bestimmten Seite der Ebene aus betrachtet, be- 
wegen wie der Zeiger einer Uhr oder umgekehrt (um an 



*) Vgl. V. Staudt, Geometrie der Lage, p. 2 und 1 
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Stelle mangelhafter abstrakter Auseinandersetzungen einen 
die Sache sofort klarmachenden Vergleich zu setzen). Hier- 
nacli kann ÄC in irgend eine bestimmte Lage auf doppeltem 
Wege gedreht werden. Aber bei genauerem Zusehen wird 
die Sache noch komplizierter. Dreht man ÄC immer in 
demselben Sinne weiter, so gelangt man schliefslich wieder 
znr Lage AB zurück und kommt dann zum zweiten Male 
in jede vorgegebene Lage, und das Verfahren kann be- 
liebig oft wiederholt werden. Man kann also AC auf zweifach 
unenälich viele Art«n in jede Lage bringen. Bei einer voll- 
ständigen Umdrehung um Ä überstreicht AC die gesamte 
Ebene; die beiden zuerst beschriebenen Drehungen, die AC 
in eine bestimmte Lage bringen, lassen zusammen AG eben- 
falls die Gesamtebene beschreiben. Wir timnen nun ein aus 
mvei van einem Funkte ausgehenden HaU>geradm zusammm- 
gesetstes Gebilde, insofern es durch eine Drehung bestimmter Art 
erzeugt ist, einen Winkel. Das Gebilde BAC stellt daher 
verschiedene Winkel dar, je nachdem wir AC von der An- 
fangslage AB aus im Sinne des Uhrzeigers oder umgekehrt 
drehend nach seiner bestimmten Lage gebracht haben; auch 
wird ihm eine verschiedene WinkelgrÖfse beizumessen sein, 
je nachdem bei den genannten Drehungen die Halbgerade AC 
gar nicht oder ein-, zwei-, drei-, . , . mal in ihre Anfangslage 
AB zurückkehrte. 

Die beiden Halbgeraden, welche einen Winkel bilden, 
heifsen seine Schcnlcel, deren Schnittpunkt sein Scheitel. 

4. Was wir unter Addihon zweier Winkel verstehen 
wollen, ist nun leicht einzusehen: wir legen die Winkel mit 
dem Scheitel und dem einen Schenkel an einander, und zwar 
derart, dafs der andere Schenkel des ersten Winkels bei 
einer Drehung aus seiner gegebenen Lage in dem den Winkeln 
zukommenden Richtungs sinne dieselben nach einander über- 
streichen würde; der von den beiden freien Schenkeln ein- 
geschlossene Winkel (durch jene Drehung des einen Schenkels 
erKGiigt) ist die Summe der beiden Winkel. Analog wird die 
Differenz deöniert. 

5. Hiermit ist nun auch die Gröfsenvergleichung, das 
Messen der Winkel möglich gemachi Wir sehen wieder 
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zuerst zu, wie oft wir den Winkel, der als Mafseinheit 
dienen soll, auf dem zu messenden abtragön können, oline 
dafa der freie Schenkel bei der letzten Abtragung über den 
zweiten Schenke! des zu messenden Winkels hinauafällt; mit 
dem etwa bleibenden Rest können wir ebenso weiter ver- 
fahren, wie wir es beim Messen geradliniger Strecken thaten. 
Überhaupt stimmen die zugehörigen Axiome und Funda- 
mentalsätze wesentlich mit den dort aufgestellten überein, 
,30 dafs eine Wiederholung überflüssig erscheint. 

Bemerkt zu werden verdient, dafs alle Winkelmessungen 
erst nach Einführung der Ebene einen Sinn haben, wenn 
auch das Winkelgebilde selbst von der Ebene unabhängig 
erscheint; denn das Addieren zweier Winkel durch An- 
einanderlegen hat nur dann einen präzisen Sinn, wenn dabei 
die Winkel in dieselbe Ebene gebracht werden. 

6. Während bei den Strecken die Mafseinheit beliebig 
war, bieten sieh bei den Winkeln naturgemäfse Einheiten 
dar. Der Drehung, welche eine Halbgerade zum ersten Male 
in ihre Anfangslage zurückführt, entspricht der voUe Winhel; 
die Schenkel desselben fallen zusammen Alle vollen 'Winkel 
sind gleich, da sie einerseits zur Deckung zu bnngen sind 
und bei allen die Art der Drehung gleichm ifsig festgesetzt 
ist. Die Hälfte eines vollen Winkels heifst em gesttfckicr 
Winlcel] die Schenkel desselben sind entgegengesetzt gelich- 
tete Teile einer Geraden. Dafs man wirklich duich Aueinander- 
setzen zweier so beschaffener Winkel einen vollen Winkel 
erhält, ergiebt sich aus der Zusammenlegbarkeit iigend zweier 
Geraden. Die Hälfte eines gestreckten licifst em teeliter 
Winkel; dafs alle rechten und gestreckten Winkel lesp gleich 
sind, geht aus der G-leiebheit der vollen hervor. Zwei 
Gerade, welche einen rechten Winkel miteinander bilden, 
hejläen senkrecht, lotreckt, perpcnd^ulär aufeinander (Senli- 
reckte, Lot, Pm-penäikel). Ein Winkel, der kleiner ist als 
ein rechter, heifst ein spitser, ein solcher, der gröfser ist als 
ein rechter, aber kleiner als ein gestreckter, heifst ein 
stumpfer Winkel. Ein überstumpfer [kofmmer) Winkel ist 
gröfser als ein gestreckter aber kleiner als ein voller. Die 
Winkel unterhalb eines gestreckten heifsen auch konmx. 
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Alle Winkel, welche sich um ganzzahiige Vielfache eines 
vollen nnter scheiden, sind, von ihrer Eatsbehungs weise ab- 
gesehen, voUkomnien identisch; sie spielen bei Liniengebilden 
genau dieselbe Rolle. Bei allen Berechnungen können wir 
daher die Winkel, welche gröfser sind als ein voller, durch 
solche, die kleiner sind, ersetzen. Zieht man nur Winkel in 
Betracht, welche kleiner als ein voller sind, so stellen zwei 
von demselben Punkte ausgehende Halbgerade zwei Winkel 
dar, die zusammen einen vollen ausmachen und von denen 
der eine konvex, der andere konkav ist, wenn nicht beide 
gestreckt sind. 

7. Als Mafseinbeit für Winkel werden aufser dem vollen 
Winkel auch der gestreckte und rechte, besonders aber der 
360" Teil des vollen, 1 Grad {1") genannt, und dessen Unter- 
teile, die Minute (60' = 1") und Sekunde (60" = 1') benutzt; 
wir werden öfters, dem alten Gebrauche folgend, nach rechten 
Winkeln (JE) rechnen. 

8. Es ist üblich, einen Winkel durch einen kleinen 
griechischen Buchstaben, durch drei grofse lateinische oder 
zwei kleine lateinische Buchstaben zu bezeichnen. Im zweiten 
Falle setzt man den einen Buchstaben, der bei der Bezeich- 
nung in die Mitte gestellt wird, an den Seheitel, die beiden 
anderen an Punkte der Schenkel, wobei man insbesondere 
unter ABC den Winkel versteht, der durch Drehung des 
Schenkels BA um B in der einmal als positiif festgesetzten 
Richtung bis BC hervorgebracht wird. Ist daher ABC ein 
konvexer Winkel, so ist CBA ein konK*er; übrigens kann 
man letzteren auch durch einen kon¥feen negativ&n Winkel 
ersetzt denken, der durch Drehung von BA nach CA in 
der der positiven entgegengesetzten Richtung erzeugt wird, 
falls man Winkel, die um Vielfache eines vollen unterschieden 
sind, als identisch behandelt, al oder ab bezeichnet einen 
Winkel, der durch positive Drehung der Halbgeraden a um 
den Schnittpunkt mit 6 bis zur Lage von h erzeugt wird. 

Im allgemeinen ist 

^ABC-\-CBA^li.?,m'> und 
^ ö6 4- 6« = Ä . 360". 
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Das Zeichen ^ oder L wird einem Winkel nötigenfalls 
vorgesetzt, um Verwechslungen zu vermeiden. 

9. Betrachten wir jetzt die Gesaratfigur, welche durch 
zwei eich sehneiäende Gerade dargestellt wird, so bemerken 
wir in der selb ea vier kon%«e Winkel. Je zwei neben- 
ein ander liegende derselben bilden zusammen einen Ge- 
streckten; sie heifsen Neheriwinlvel. Je zwei nicht aneinan- 
derstofsende heifseu ScJmtelwinlcel; sie sind einander gleich, 
da sie durch Subtraktion desselben Winkels (ihres einen 
gemein Samen Nebenwinkels) von einem Gestreckten erhalten 
werden. 

10. Werfen wir einen Rückblick auf unsere Definition 
der Winkel, so ist ersichtlich, dafs es uns lediglieh darauf an- 
kam, sie als mefsbare Oröfsen einzuführen, ohne ihnen sonst 
eine Beschaffenheit beizulegen, genau ebenso wie wir auch 
bei den Strecken verfuhren. Die gewöhnliehe Definition, dafs 
der Winkel der Eichtungsunterschied zweier zusammenstofs en- 
den Halbgeraden sei, ist einerseits zu wenig priiais, anderer- 
seits nicht ganz logisch, da sie ein konkretes räumliches Ge- 
bilde durch einen abstrakten Begriff erklärt. Den Winkel 
als einen durch die beiden Schenkel aus der Gesamtebene 
ausgeschnittenen Flächenteil zu definieren hat das Mifslicbe, 
dafs dadurch das Operieren mit unendlichen GröCsen, das ohne 
Weiteres wissenschaftlich nicht zulässig ist, notwendig ge- 
macht wird, ganz abgesehen davon, dafs der Begriif des 
Flächeninhalts ein fremdartiges Moment in die Betrachtung 
bringt. 

11. Obgleich Strecken und Winkel beide meTsbare Gröfsen 
sind, so zeigen sie doch fundamentale Unterschiede, Wäh- 
rend man eine Strecke behebig vergrÖfsern kann, ohne zum 
Anfangswerte zurückzugelangen, führt die fortgesetzte Ver- 
gröfserung eines Winkels unendlich oft zu Gebilden, die mit 
früher erzeugten äufserlich identisch sind. — Wollte mau 
eine einleuchtende Interpretation der Verschiedenheit der 
Winkel geben, welche um /cSGO" verschieden sind, so müfste 
man sieh der Itimiann' sehen Fläche bedienen, die unendlich 
vielfach um den Scheitelpunkt gewunden ist; doch liegt es 
nicht in der Absicht unserer Darstellung, auf diesen Punkt 
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weiter einzugelieii. — Dafs für Winkel eine bestimmte Mafs- 
einlieit existiert, ist nur eine Folge jener periodischen Wieder- 
kehr desselben Gebildes. 

§ 7. 
Dreiseit und Dreieck. 

1. Wir wenden uns jetzt zu den Gebilden, die aus der 
Zusammenstellung von drei Geraden oder drei Punkten hervor- 
gehen, dem Dreiseit und dem Dreieck. Da man durch drei 
Punkte, welche nicht in eine Gerade fallen, immer drei Ge- 
rade legen kann, so ist ein Dreieck, jenen Spezialfall abge- 
rechnet, stets zugleich ein Dreiseit; dagegen ist ein Dreiseit 
nur dann ein Dreieck, wenn sich die drei Geraden wirklich 
alle in drei verschiedenen Punkten schneiden. Wir werden 
in der Folge in erster Linie vom Dreiseit als dem allgemeineren 
Gebilde sprechen und das Wort Dreieck nur dann gehrau- 
chen, wenn die spezielle Natur des Satzes drei sich schnei- 
ämde Gerade verlangt. 

Die Fälle, wo drei Punkte auf einer Geraden liegen 
oder drei Gerade durch einen Punkt gehen, bieten nichts 
wesenthch Neues und können daher beiseite gelassen werden. 

2. Durch das Dreieck ■ — wir denken uns die Geraden 
hier wie in der Folge immer in ihrem vollen Umfange aus- 
gezogen — wird die Gesamtebene in sieben getrennte Teile 
zerlegt, von denen der eme vollst mdig btgienzt ist (das 
Dreieck im gewöhnlichen &mne), von den sechs uhrigen teil- 
weise unbegrenzten enthiiten drei je emen, drei andere je 
zwei Winkel. In der Figur treten drei endliche Strecken 
auf, die wir ah die Seiten des Dreiecks bezeichnen, femer 
dreimal je vier denselben hcheitel besitzende, Lon»»»e Winkel, 
von denen die von den Seiten gebildeten die Di nechswinkel 
heifsen, während ihre sechs Nebenwinkel äi^ die Attfsenwinlcel 
bezeichnet werden. Durch drei dieser Winkel, die verschie- 
dene Scheitel haben, sind die übrigen linear bestimmt. 

Beim Dreiseit sind drei weitere Fälle denkbar; 

a. Die drei Geraden sind einander parallel; dann treten 
weder Seiten noch Winkel auf; 

b. zwei Gerade sind parallel und werden von der dritten 
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geschnitten; dann entstehen eine Seite und zwei unabhiingigc 
Winkel; 

c, zwei Gerade, welche sich schneiden, sind beide der 
dritten parallel; dann wird ein Winkel, aber keine Seite 
gebildet. 

Wie weit diese Fälle der Wirklichkeit entsprechen, soll 
erst an späterer Stelle entschieden werden. 

3. Bei jedem Dreieck treten also sechs selbständige, 
luefsbare Gröfsen auf: die drei Seiten und die drei Dreiecks- 
winkel (kurzweg als die Winkel zu bezeichnen), während 
beim Dreiaeit diese Stücke teilweise wegfallen können*). Die 
erste sich naturgemäCs darbietende Frage ist: Sind diese sechs 
Sükke von einander unabhängig, oder sind durch einen Teil 
derselben die ührigen bestimmt? Diese Frage kann noch anders 
formuliert werden. Wir wollen in Zukunft zwei Gebilde gleich 
nennen (wofür das Zeichen = gebraucht wird), wenn sie, 
von der Lage abgesehen, vollständig übereinstimmen, so dafs 
das eine mit dem anderen durch geeignete Ortsänderung zu 
vollständiger Deckung gebracht werden kann. Dann können 
wir fragen: In wdclicn Stücken müssen Drmeite, resp. Brei- 
ecke i3>er einstimmen, damit daraus ihre vollständige Gleichheit 
folgt? Diese Frage wird durch die Gleichheitssätse beant- 
wortet werden. 

Finden wir nun, dafs ein Teil der Stücke genügt, um 
das Dreieck zu bestimmen, so ist dadurch die Aufgabe ge- 
stellt, aus den bestimmenden Stücken die übrigen zu 'berech- 
nen, eine Aufgabe, die wir allerdings erst auf einer höheren 
Stufe werden lösen können. 

Der Gang der folgenden Untersuchung ist so angeord- 
net, dafs zunächst nur Sätze hergeleitet werden, die nicht 
die Aufstellung neuer Äsiome verlangen; erst zum Schlüsse 
wird das Parallel enaxiom eingeführt werden. 

Amnerkung : An Stelle des Wortes „gleich" im angege- 
benen Sinne ist allgemein der Ausdruck „kongructit" üblich 
geworden, während man Figuren von gleichem Flädieninhaltc 

*) Seiten und Winkel des Dreiecks werden wir cinrchgehends iils 
positive Gröfsen behandeln. 
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kurzweg als gleich bezeichnet; als Zeichen der KoDgrueiin wird 
^ gebraucht, wonach sich die Kongruenz aus zwei angebhch 
einfacheren Begriffen, der Fläcliengleichheit und der Äknlich- 
Jceit zusammensetzt. Aber wird denn jemals die Kongruenz 
zweier Figuren dadurch nachgewiesen, dars man die Gleich- 
heit ihres Fiäcbeninhaltea und ihrer Gestalt darthut? Im 
Gegenteil. Immer ist die Kongruenz dasjenige, was zuerst 
erwiesen wird, während sich die ganze Lehre vom Flächen- 
inhalt und der Ähnlichkeit auf die Kongruenzsätze gründet. 
Die Kongruenz ist der einfachere Begriff, und es ist geradezu 
monströs, dafs derselbe in der Bezeichnung wenigstens auf 
zwei kompliziertere zurückgeführt wird. Vollkommen un- 
logisch ist die Anwendung des Zeichens ^ für die Gleichheit 
von (tebilden bei denen von Ahnlichktit ohne volle Über- 
einstimmung gar nicht die Kede %Lin lanu, wie bei Ecken. 
Es ist daher an der Zeit die gewöhnliche unlogische und 
schwertalhge Bezeichnung durch die einfachere und näher 
hegende ^gleicft zu ersetzen 4uih £H/?;f7 gebraucht für die 
vdle Übereinstimmung nur das A^ort iSo^ und entsprechend 
veifcihrt die franzosische Sprache 

i 7\ie\ in einer Ebene liegende gleiche Gebilde können 
nicht imniei durch ] erschtehmg m titelet zum Zusammen- 
fiUen gebracht werden, es kann auch notig sein, das eine 
Gebilde vorbei ununUannn so dafs die beiden Seiten der 
El iLC lertii'.cht wfid u 

S 8. 
Die zwei ersten Gleicbheitsaätee. 
I. Erster Gleichheitssatz: Zwei Dreiseite sind gleich, tvemi 
sie in einer Seite und den beiden aiüif^endcn Winhiln überein- 
stimmen. Dabei müssen die Winkel in beiden Gebilden als 
auf dei'selhen Seite der Geraden anliegend gedacht werden. 
Beweis*): Legen wir die beiden Dreiseite abc und ail),e,, 

*) Wir bezeiclinen die drei Geraden eines Dreiaeits mit drei kleinen 
lateinischen Buchatahcn, mcistona a, b, c, indem wir unter denaelben 
gleichzeitig die begrenzten Teile dieser Geraden, soweit aolcbe über- 
haupt vorhanden sind, verstellen; der Punkt ab heifst u. s. w., der 
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bei welclieii d ^ %, ^ ß = ß^, -^ y == Yi ist, mit a und a, 
aufeinander und zwar so, dafs B auf B^, G auf (7i kommt, 
so können die Dreiseite in einer Ebene nocb eine doppelte 
Lage zu einander haben; wir wälilen diejenige, bei der die 
Winkel ß und y auf ß^ und y, fallen. Wegen der Gleiebheifc 
der eutsprech enden Winkel fallen die Geraden h und c in 6, 
und Cj, 80 dafs sich beide Gebilde vollständig decken. 

2. Zweiter Gleichlieitssatz: Zwei Dreie<^e sind gleich, 
wenn sie in mvei Seiten tmd dem von ihnen eingeschlossenen 
Winkel übereinstimmen. 

Beweis: Durcli Aufeinanderlegung der Dreiecke, etwa 
von dem gleichen Winkel ausgehend, erkennt man, dafa sie 
mit ihren drei Eckpunkten, also ganz zum Zusammenfallen 
zu bringen sind. 

3. Diejenigen Stücke gleicher Figuren , welche beim 
Aufeinanderlegen zusammeafallen, Leifaen homolog. Homologen 
Seiten eines Dreiecks liegen homologe Winkel gegenüber. Aus 
der bewiesenen Gleichheit zweier Gebilde folgt die Gleich- 
heit ihrer homologen Stücke. Durch die Gleichung AABC 
= J.1 B^ Cj drücken wir nicht nur die Übereinstimmung der 
beiden Gebilde aus, sondern geben noch genauer an, dafs 
Ä und Ai u. s. w., AB und Ä^ B^ u. s. w. homolog sein 
sollen, und ebenso in anderen Fällen. Die Gleichung A^BC 
= BAG ist daher Iceine Identität. 

4. Die beiden ersten Gteichheitsaätze (bei Euklid der 
dritte und erste) haben den Umstand gemein, dafs drei neben- 
einander liegende Stücke als gleich gegeben sind; die Erle- 
digung der übrigen Fälle macht das Vorausschicken ander- 
weiter Betrachtungen nötig. 

Vorerst untersuchen wir einen Spezialfall des zweiten 
Gleichheits Satzes weiter. 



Parallele Grerade. 

1 . Werden zwei Gerade von einer dritten , der sog. 
Sekante, geschnitten, so entstehen acht kon*«»e Winkel um 

Winkel bei heirst y u. a. w. Ein Dreiseit wird mit Aabc, ein 
IJreieck mit A ABC bezeiclinet. 
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zwei Sclieitel. Wir nennen Winkel, die auf derselben Seite der 
Sekante und derselben Seite der geschnittenen Geraden liegen, 
Iiorrespondiermde Wifi^l; solclie, die auf derselben Seite der 
Sekante und verschiedenen Seiten der geschnittenen Geraden 
liegen, entgegengesetzte Winkel; Winkel auf verschiedenen 
Seiten der Sekante und derselben Seite, resp. verschiedenen 
Seiten der geschnittenen Geraden 
rende Wechselwinkel, resp. Wechselwinliel. Bei eutg( 
setzten Winkeln und Wechsel winkeln sind insofern zwei Unter- 
abteilungen möglich, als sie beide innerhalb oder aufserhalb 
der geschnittenen Geraden liegen können. 

2. Sind zwei korrespondierende Winkel gleich, so sind 
es auch die übrigen, sowie die Wechselwinkel ; die entgegen- 
gesetzten Winkel und Wechselwinkel sind supplementär*): 
dies ist unmittelbar mit Hilfe von Neben- und Scheitelwin- 
keln zu verifizieren. Gilt femer für irgend eines der Winkel- 
paare die angegebene Beziehung, so finden für alle übrigen 
die entsprechenden statt. 

3. Nehmen wir nun an, dafs (Figur 1) diese Relationen 
statthaben, so sind die Gebilde AFGC und DGFB gleich 
da FQ = FG, ^a^8, 

-^^ = j' ist (§8,1). Wenn 
sich nun die Geraden Ali 
und CD in der Richtung 
nach A und G hin schnei- 
den würden, so müfate 
dies wegen dieser Über- 
einstimmung auch in der 
entgegengesetzten Rich- 
tung geschehen, d, h. AB 
und CD müfsten sich in 
zwei Punkten schneiden, 
was nicht möglich ist 

(Beweis von Ftdkmms). Wir haben den wichtigen Satz: 
Bilden swd Gerade mit einer dritten gleidie hyrrespondierende 

") Zwei Whiiel heifsen supplementär. 
Gestreckten, liomptementär, 
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Winkel oder Wechsehffinkel, oder supplemmtäre t 

Winkel oder Icorrespotidierende Wechsdwinhd, so sind sie 

parallel. 

Da es nun offenbar möglicli iat, in zwei Punkten eiaer 
Geraden Gerade unter beliebigen Winkeln an sie anantragen, 
HO ist hiermit die Existenz paralleler Geraden nachgewiesen. 
4. Macht man bei A ABC ^ I)BE == CAB (Fig. 2), 
so ist BD^AO. Der 
/ Teil von BD, welcher 
/ auf derselben Seite von 
AB wie AABC liegt, 
Muis aufMerhalb ^ABC 
fdllen, da ei sonst Bü 
/um zweiten Male oder 
die Paiallele AC schnei- 
den müfate*). Daher ist 
"^* '■ -^ CBE > BBB oder 

>(JAB, und Aiv^ABC-Y CBE = 2R, ao folgt ^C^B 
<CBE+ÜBA<211 

Zwei Drekckstvitilicl hdragen daher zusammen immer we- 
niger als einen Gestreckten**). 

Ferner ist ^ ÜBE > CAB, da -^ CBE > DBE. 
Nimmt man statt ^GBE seinen öcheitelwinkei , so erbeimt 
man ebenso, dafs ^ CBE > AGB ist. Ein Aiifsenwinhel 
eines Breiecks ist gröfser als jeder der leiden BreiecJcsrnnJcd, 
die nicht seine Nebenwinkel sind. 

Die entsprechenden Euklidischen Beweise (Elem. I, 27, 
28, 16, n) sind nicht naturgemäfs; doch führen dieselben 
durch Fortsetzung der Schlufsweiae zu dem folgenden merk- 
würdigen L^endr^mhen Satze: 

5. Lehrsatz: Bie Winkelsumme eines Dreiecks ]cann nickt 
mehr betragen als einen Gestrecktm. 



*) Die An schaumig zeigt, dafs eine Gerade, welche in üine ge- 
schlossene Figur eintritt, auch wieder anB derselben austreten mufs. 

**) Ein Dreieck kann daher nur einen rechten oder stumpfen Winkel 
enthalten. 
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Beweis; Im Dreieck ÄBO (Fi^'ur 3) denkeu wir uns SC 
in J'] halbiert, auf der verlliiigerteii Geraden AE EF = Ali 
gemacht und BF und CF 

gezogen. Dann ktASFF ^ ■ 

= CFA,ACEF=BEA 
uacli § 8, 2. Die Dreieck« 
ÄBF und AGF haben \ ,-' ^"^-\ 

dalier mit ABC die glei- \ - ^"~">-^\ 

che Winkelsumme; denn " "'^ 

e3istz.B.^FAB-\-ABF ^'^' '' 

+ BFA = FAB + ABC + ACE + CAE. Nun ist aber 
von den beiden Winkeln FAB und GAF jedenfalls einer 
^ -^ ß, so dafs wir ein Dreieck (ABF oder ACF) konstruiert 
haben, welches mit GAB die gleiche Winkelsumme, aber 
an Stelle von a einen Winkel «i hat, der <^a ist. Ebenso 
konstruieren wir ein weiteres Dreieck von gleicher Winkel- 
sumnie, welches einen Winkel K.^<i^a^^^ce hat, und so 
fortfahrend schliefslich ein ebensolches Dreieck mit einem 

Winkel «„ < — a. Bei wachsendem n nimmt also «„ unter 

2" 
jede Grenze ab. Da nun die beiden andern Winkel des 
letzten Dreiecks zusammen kleiner als ein Gestreckter sind, 
a„ aber beliebig klein gedacht werden darf, so folgt der be- 
hauptete Satz. 

6. Alle Resultate dieses Paragraphen beruhen auf der 
VorauaaetKung, dafs zwei Gerade sich nur in mietn Punkte 
schneiden können, was gleichzeitig involviert, dafs die Gerade 
keine endliche, in sich selbst zurücklaufende Linie ist. Ver- 
wirft man diese, der Anschauung entlehnte, nicht logisch zu 
folgernde Erkenntnis, so sind Dreiecke möglich, deren Win- 
kelsumme mehr als zwei Rechte beträgt. Wir betrachten in 
der Folge den Legendre'schen Satz als bestehend; später 
haben wir auf den Gegenstand zurückzukommen. 

§ 10. 
Sätze über die Seiten iind Winkel eines Dreiecks. 

An die beiden bewiesenen Gleichheitssätze schJiefsen sich 
direkt einige einfache Sätze über den Zusammenhang zwi- 
schen den Seiten und Winkeln eines Dreiecks an. 
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1. Gleichen Seiten eines Dreiecks („gleichscJtenM'ii/es Drei- 
eck") liegen gleiche Winkel gegenüher. Denn ist in iSABC 
AB = BC, so ist A ABC = CBA nach § 8, 2, also 

Dieser einfache Beweis ist allen andern vorzuziehen, da 
er keine Hilfslinien notig macht. 

Euklid giebt (I, 5) von dem Satze einen überaus kom- 
plizierten und Hchwertälligen Beweis; er übersah wahrschein- 
lich den hier gegebenen, während er sich unnötigerweise 
scheute, den Winkel an der Spitze zu halbieren, ohne vorher 
das Winkelhalbieren behandelt zu haben. 

2. Der gröfseren Seite im Dreieck liegt der gröfscre Winkel 
gegenüher. 

Beweis: Ist AB > Aü, so machen wir auf AB AB 
= AC und ziehen DC; dann teilt DC den Winkel AGB. 
Es ist ^ACD = ABC, also -^ AGB > ADC, ferner 
■^ADODBC nach § 9, 4, also ^ACB>DBC. 

3. Aus diesen beiden Sätzen lassen sich zwei andere 
ableiten, welche zusammen genau dasselbe aussagen wie jene. 
Die gewöhnliche, aus dem Altertum überkommene Art der 
rein logischen Herleitung von Sätzen aus anderen, mit ihnen 
wesentlich ideutischen, ist die indirekte Beweismethode, welche 
die Annahme, dafs der Satz falsch sei, als unrichtig nach- 
weist und damit eben den Satz begründet. Diese Methode 
hat etwas Schwerfälliges, ist aber bis jetzt durch keine an- 
dere von gleicher Präzision ersetzt. Wir betonen nochmals, 
dafs durch sie (wenn sie nicht nur als Teil eines Beweises 
auftritt) nichts materiell Neues hergeleitet, sondern nur be- 
reits Bekanntes in andere Form transformiert wird, ähnlich 
wie man etwa ans n Gleichungen mit n unbekannten auf 
unendlich viele Arten » andere herleiten kann, die dasselbe 
Resultat geben. 

Wir sprechen die beiden Sätze aus: 

Oldehen Wi/nkeln im Dreieck liegen gleiche Seiten gegm- 

aber, und 
dem gröfseren Winkel im Breieck liegt die gröfsere Seite 

gegenüber. 
Beweis: Gleichen Winkeln können nicht yerschiedene 
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Seiten gegenüberliegen, ila bolchen wieder ungleiche Winkel 
gegeniiberlie^eo müfsten. Dem grjfseren von zwei Winkeln 
kann ebenso wegen 1 und 2 weder eine gleiche, noch eine 
kleinere Seite gegenüberliegen 

Übrigens In^eht es keine Schwierigkeit, die beiden Sätze 
direkt zu beweisen, z B den ersten genau wie 1., nach § 8, 1. 

Einem rechten oder stumpfen Winkel im Dreieck liegt 
immer die grofste Seite gegenfibtr 

4 Dreiet^e mit dtei glmclmi Seiten haben ärui yleichc 
Wt}ld und umgileht {glftchneihge BreiecJce). 

Bei den Winkein eines Dreiecks ist die GrÖfsenfolge 
dieselbe wie bei den gegenüberliegenden Seiten. 

6. Lehrsatz: Zwei Seiten eines Dreiedcs sind mtsammen 
immer gröfser als die dritte. 

Beweis: Macht man auf der Verlängerung der Seite AC 
des Dreiecks ABC CD = CS, so ist -^ CBD = CDB, also 
^ABD> CDS uud somit AD>AB oder AC -^ ÜB 
> AB. — Diesen Satz als Axiom zu formulieren, wie Archi- 
medes es wollte, ist kein Grund vorhanden. Er läfst sich 
leicht zu dem folgenden erweitern: 

6. Lehrsatz: Die gerade Verbindungslinie zwätr Funkte 
A und S ist Ivürzer als jede aus geraden Teilen .bestellende ge- 
brochene Verbindungslinie (z. B. ACDEB). 

Beweis: Im vorliegenden Beispiel ist AG ^ GID'> AT), 
BB-\-EB>BB, AD -\-BB> AB a.s.^v., und analog 
in jedem andern Falle. 

Nach den Bemerkungen § fi, 9 läfet aich dieser Satz. 
ohne Zuhilfenahme eines Axioms nicht auf krummlinige Ver- 
bindungslinien ausdehnen. 

7. Der Satz von Nr, 5 giebt keine eigentliche Gröfscn- 
beziehung zwischen den drei Seiten eines Dreiecks, sondern 
nur eine Grenze für die Werte derselben, ähnlich wie man 
in dem arithmetischen Ausdrucke a — h, so lange man nur 
mit positiven Zahlen operiert, nicht b '> a nehmen darf. 
Solche Begrenzungen von zulässigen Werten haben immer 
etwas Unbefriedigendes und fordern zur Erweiterung der 
fundamentalen Begriffe auf, wie ja auch der Ausdruck a — h 
durch Annahme von 6 > a zu den negativen GrÖfsen führt. 
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Ebenso liegt in jener Beschränkuiig der Werte der Seiten 
eines Dreiecks eine Aufforderung zur Erweiterung der geo- 
metrischen Begriffe, zur Schaffung einer imaginären Geo- 
metrie. Wir müasen jedoch darauf verzichteUj das Material, 
welches für eine solche vorhanden ist, hier zusammenzutragen, 
da es an einer elementaren Entwickelung ohne Zuhilfenahme 
von Koordinaten oder gewisser projektivischer Beziehungen 
noch fehlt. 

§ 11. 

Zwei weitere Gleichheitssätze. 

1. .Dritter GleicMieitssatz (zweiter Xongrueuzsatz): Zimi 
Dreieckii aind gleich, ivimn sie in den drei Selten iHKreinstiinmen. 

Beweis: Legen wir die beiden in den Seiten überein- 
stimmenden Dreiecke ABC und Ä^B^C, mit den Seiten AB 
und A^Bj {A, auf A, Bj auf B) anemamier und verbinden 
C mit Q, m iäi ■^ACC^^ A,C,G, -^ BCC^ = B,ü,ü, 
woraus bei jeder Lage der Verbindungslinie -^y ^ Yi folfjt, 
wodurch der Satz auf | 8, 2 zurflckgefiihrt ist. 

3. Vierter Gleichlieitssatz (dritter Kongrnenzsatz, zweiter 
Teil): Zwei Breiecke sind gleich, wenn sie in einer Seite, eirwDi 
anliegenden und dem gegenÜherliegcnden Wir^l ühereinstimnicn. 

Beweis: Ist AB = A, B^, ^ a = a^, -^y = yi, so 
können wir AA^B^C^ so auf A4 .CG legen, dafs A^^ auf 
A, B^ auf B, die Gerade A^C, nui AC (der ilichtung nach) 
zu liegen kommt. Dann mufs auch 6\ auf C fallen; denn 
sonst wäre -^y^yi, da einer derselben der Aufsenwinkel 
dea Dreiecks CBCi würde. 

§ 12. 
Funkt mid Gterade; der fünfte G-leiehlieitBsatz. 

1. Wir sehalten einige Betrachtungen ein über die Lage 
eines Punktes A zu einer Geraden BC, die nicht durch ihn 
hindurchgeht Da der Punkt als Schnittpunkt zweier Geraden 
betrachtet werden kann, so gehören diese Untersuchungen 
hierher. A kann mit sämtlichen Punkten von BC durch Ge- 
rade verbunden werden; die Vergleichung der Längen der 
so bestimmten Strecken soll uns beschäftigen. 



Hosted by 



Google 



§ 12. Pnnkt und Gerade; der fflüftu GloichheitssatE. 43 

Ist AD eine beliebige dieser Strecken und läl'st mau 
Punkt a von D aus nach der einen oder der andern lüeli- 
tung auf ÜC ins Unendliche fortrücbeu, so wächst auch ÄE 
ins Unendliche; es ist nämlich AE -\- AD'> DE oder AE 
> DE — AD, so dafs AE mit DE unendHch wird. Es 
existiert also keine längste Verbindungsgerade zwiseheu A 
und BC. 

2. Da keine der Strecken gleich Null wird, so müssen 
unter ihnen eine oder mehrere kürzeste von endlicher Länge 
existieren; die Länge einer solchen heilst der Abstand des 
Punktes A von BC. 

3. Ißt nun AD diese kürzeste Strecke, so wissen wir 
aus dem Vorhergehenden, dafs wenn sich Punkt E von D 
aus auf BC nach der einen oder andern Seite hin ins Un- 
endliche bewegt, AE bis ins Unendliche wächst, wobei frei- 
lich ein fortgesetztes Wachstum ohne zeitweiliges Abnehmen 
noch nicht nachgewiesen ist. Doch können wir sofort dar- 
thun, dafs die Gröfsenänderung von AE stetig, nicht sprtmg- 
tveise vor sich geht. Ist nämlich EF eine beliebig klein zu 
denkende Strecke auf BC, so ist ^ Z — EF < AF < A E 
-\- EF, d.h. jIJ^ unterscheidet sich von AE nur um eine 
Gröfsc von beliebiger Kleinheit. 

Da hiernach AE von AD ausgehend nach beiden Seiten 
hin stetig bis ins Unendliche wächst, also alle endliehen 
Werte > AD durchläuft, so werden sich unter den beider- 
seitigen Werten von AE ^s zwei gleiche (vielleicht auch 
mehrere) finden. Ist etwa AG = AH und liegen G und H 
auf verschiedenen Seiten von D, so halbieren wir GM in J 
und ziehen AJ\ dann ist A AJG = AJH, also <^ GJA 
^ BJA ^ IB. Wir finden also, dafs es möglidi ist, von A 
auf BC ein Perpendikel m fällen*), und m>ar nur eines, da 
sonst ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln entstehen würde. 

4. Nachdem nun die Existenz eines Perpendikels AJ 
auf BC nachgewiesen ist, erkennen wir sofort, dafs es die 



*) Man errichtet ein Perpendikel in einem Pnnkt« einer Geraden 
auf dieser; man fällt ein Perpendikel von einem Punkte aufserhalb 
einer Geraden auf diese. 
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kürzeste Verbindungslinie zwischen A und BC ist; denn in 
jedem Dreieck AJJi ist wegen -^ AJE= Iß AE> AJ. 
Ferner ist, wenn E und F in BC auf derselben Seite von 
J liegen, AF> AE, falls J"i^> /ÜJ ist; denn in A AEF 
ht^AEF> AJE> Iß. Umgekehrt folgt aus AF> AE 
auch JF > JE; denn weder JJ^ = JE noch J^ > J.E ver- 
trägt sich nach dem Vorhergehenden mit AF^ AE. Auf 
derselben Seite von AJ sind daher keine zwei gteiehlangen 
Strecken von A nach BC möglich. 

Liegen dagegen E und F auf verschiedenen Seiten von 
J in BC, so ist bei JE = JF auch A AJE = AJF, also 
^J5= AF. Aus .4£=-4^fo!gt auch umgekehrt JE = Ji'"'; 
denn im Falle der Ungleichheit von JE und JF braucht« 
man nur JE auf der umgekehrten Seite von / aus abzu- 
tragen, um sofort auf einen Widerspruch zu stofsen. In 
gleicherweise kann man darthun, dafs die oben aufgeatellte 
Beziehung zwischen AF > AE und JE > JE auch noch 
gilt, wenn F und E auf verschiedenen Seiten von J liegen. 

Von besonderer Wichtigkeit ist das Eesultat, dafs man 
vmi A nach BC nur je swei glmcUange Stret^m legen Jccmn. 

5. Es möge nun in den beiden Dreiecken ABC und 
A^B^C^ AC=-A,C„ BC=B^C^ und^/3=jj. sein. Wir 
können dann AA^B^C^ so auf AABC legeu, dafs ^ ^, 
auf ß und B^C^ auf BC fällt. Da man von C nach AB 
je zwei gleichlange Gerade ziehen kann, so mufs A^C^ ent- 
weder auf AC oder in eine zweite Lage A'C kommen; nur 
wenn -^ a = «1 = 1 if ist, reduzieren sich beide Lagen auf 
eine einzige. Ist nun A^C^ <.BiC^, so fallt -4^(7, nach dem 
Vorhergehenden in beiden Lagen auf dieselbe Seite von BC, 
ist aber J., 0^ > .Bj C'i , so fällt es auf verschiedene Seiten 
von BC Im letzteren Falle enthält aber J.'B,C, nicht -^(Jj, 
sondern dessen Nebenwinkel. Die Fälle, dafs ^ ß^ ^ 2 B 
— ^1 = 1 B und dafs A^C^ = B^C^ ist, erledigen sich un- 
mittelbar. 

Wir haben den 

fünften Gleichheltssatz {vierten Kongruenssat^) : Zwei Drei- 
ecke sind gleith, nenn sie m swei Seiten und dem der gröfseren 
von ihnen gegeniihethpgp-ndea Winhd i 
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Der Satz bleibt richtig, wenii die beiden Seiten paare 
gleieli sind. 

Durch zwei Seiten und den der kleineren gegenüberlie- 
genden Winkel ist ein Dreieck nur steeideuiig beatimmt (wenn 
es überhaupt möglich ist); nur in dem Spezialfälle, dafs der 
der gröfseren Seite gegenüberliegende Winkel ein rechter 
wird, findet eindeutige Bestimmung statt. 

Der fünfte Gfleichheitsaatz findet sich merkwürdiger Weise 
nicht in den Elementen des Euhliä; es ist dies um so auf- 
fälliger, als der entsprechende Ähnlichkeitaaatz bewiesen wird, 
der implizite den Gleichheitssatz enthält. Derselbe war also 
den Alten thatsächlich bekannt. 

§ 13. 

Dreiecke, welche nur in einzelnen Stücken 

übereinstimmen. 

1. Nach den vorhergehenden Untersuchungen ist ein 
Dreieck ein- oder zweideutig bestimmt, wenn von ihm drei 
Stücke gegeben sind; die einzige Ausnahme bildet der Fall 
der drei gegebenen Winkel, über den wir an dieser Stelle 
noch nicht ins Klare kommen können. Durch weniger als 
drei Stücke ist ein Dreieck niemals bestimmt, wovon man 
aich ohne Schwierigkeit Überzeugen kann. 

Wir schliefsen nun einige Sätze an, in denen Dreiecke 
verglichen werden, die in weniger als drei Stücken überein- 
stimmen; nur ein Teil derselben findet sich bei Euklid vor 
und es würde auch keine Schwierigkeit bieten, ihre Zahl zu 
vermehren. 

2. Lehrsatz: Wenn swei Breiecke eine Seite AB gemein- 
sam Äoiew und das eine ABC, gann innerhalb des anderen 
ABC m liegen Icommt, so ist die Summe der leiden nickt ge- 
meinsamen Seiten hei dem inneren Dreieck gröfser als Id dem 
äufseren; dagegen ist der der gemeinsamen Seite g^enübcrUegende 
Winkel bei dem inneren Breieck gröfser als bei dem äufseren. 

Beweis: Verlängert man ACi bis es Bü in B schnei- 
det, so ist AG-\-CD>AC^-\-C^D, C,B -\- BB > C,B, 
also AC-\-CB-\- C^B + DB > AG^ + C^B + C^B oder 
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ÄC + Ol) -\- DB > AG, + C,B oder AG + GS > AC^ 
+ G,B. Ferner ist nach §9,4 ^ AG,B> C,J)B> AGB. 

3. Lehrsatz: Wenn swü Dreiecke übereinsUmtnen in moei 
Seiten, aber nicht in detn mn ilmen eingeschlossetien Winkd, 
so ist die dritte Seite in demjenigen Dreieck die gröfsere, in dem 
der cingeschhssene Winkel der gröfsere ist. 

Beweis: Ist in den Dreiecken ABC und ^,-B,(7i AB 
= AyB,, AC = Aj^Gif ■^K>c;i, so Jegeu wir das zweite 
Dreieck so auf das erste, dafs A^ auf A, B, auf B kommt; 
dann fällt A G, zwischen die Schenkel des Winkels a. Kommt 
nun C| gerade auf BG zu liegen, so ist selbstverständlich 
BG>B,G,. Liegt C^ innerhalb AABC, so ist nach dem 
vorigen Saize AG -\- BC> A,G, + B,G„ also BC> B,G,. 
Fällt endlich C, aufserhalb A ABG, so dafs BG durch A,G, 
in geschnitten wird, so ist BO + OC^ > B,G„ A,0 + OC 
> AG, also nach Addition BO + A^G^ + 0G> B,G, -f AC 
oder BC>B,G,. 

4. Lehrsatz: Wmri zwei Dreiecke übereinstimme)! in m'ei 
Seiten, aber nickt in der dritten, so ist der von den hcid/ni 
ersten eingestMossene Winkd in demjenigen Dreieck der gröfsere, 
in welchem die dritte Seite die gröfsere ist. 

Beweis: Wäre bei den Winkeln das Verhältnis das um- 
gekehrte oder wären sie beide gleich, so würde dies dem 
vorigen Satze oder dem zweiten Gleichheitssatze widersprechen. 

5. Lehrsatz: SHmmen swei Dreiecke überein in einem 
redtteii oder stumpfen Winkel rnid einer anliegenden Seite, nicid 
aber der andern, so ist die dem WinJcel gegeniO>erliegende Seite 
in demjenigen Dreieck die gröfsere, in welchem die zweite an- 
liegende Seite die gröfsere ist und umgelcehrt. 

Beweis: Legt man die Dreiecke mit den übereinstimmen- 
den Stücken auf einander, so folgt die Richtigkeit des Satzes 
sofort aus den Betrachtungen von g 12, 4. 

6. Lehrsatz: Stimmen zwei DretecJce überein in einem 
rechten oder stumpfen Winkel , sind <d>er die beiden mtschliefsen- 
den Seiten in dem einen Dreieck einzeln gröfser als die eni^e- 
cfumden in dem andern, so ist die dritte Seite in dem ersten 
gröfser als in dem Ictzta-cn. 

Beweis: Nimmt man ein Hilfadreäeck an, welches den- 
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selben Winkel liat, in der einen anliegenden Seite mit dem 
einen, in der andern mit dem andern vorliegenden Dreieck 
Obereinstimmt, so folgt der Satz durch zweimalige Anwen- 
dung des vorhergehenden. 

7. Lehrsatz: Stiimnm swei Dreiecke in zwei Winkeln 
uberein, aber nicht in der beiden anliegmdm Seite, so sind in 
denjenigen Dreieck die beidm andern Seiten die gröfseren, in 
dem die erste die gröfsere ist. 

Beweis: Ist in A ABC und A A^B.G^ A^B, > AB, 
•^ « ^ ttj, -^ ^ = /5j, so legen wir iTie Dreiecke mit k und «, 
aufeinander, so dafs j4, £, in die Gerade AB fällt. Dann 
wird nach §9,3 B^C^^BC, so dafs B,C, ganz aufsertalh 
AABC fsillt. Daher ist A,C, > AG. Durch Aufeinander- 
legen mit ß und /3, folgt ebenso B,C,> BC. 

§ 14. 
Mögliche Konstruktionen von Dreieeken. 

1. Wir haben nun noch folgende Frage zu untersuchen: 
Wann lälet sich aus drei gegebenen, das Dreieck gemäfs 
den Gleichheitasätzen ein- oder zweideutig bestimmenden 
Stücken, wirklich ein Dreieck bilden? Sind zwei Seiten und 
der eingeschlossene, natürlich konkave, Winkel willkürhch 
gegeben, so kann man sieh die Seiten auf den Schenkeln 
des Winkels abgetragen denken; es läfst sich aus diesen 
Stücken immer ein Dreieck bilden. Sind eine Seite und die 
anliegenden Winkel gegeben, so kann man die Winkel an 
die Seite angetragen denken; doch ist es fraglich, ob hier- 
durch ein geschlossenes Dreieck entsteht. Jedenfalls müssen 
die beiden Winkel zusammen weniger als ein Gestreckter 
betragen, doch kann hier nicht darüber entschieden werden, 
ob diese Bedingung genügt. Dieselbe Bedingung und der- 
selbe Zweifel über die Möglichkeit gelten für den Fall, dafs 
eine Seite, ein anliegender und ein gegenüberliegender Winkel 
gegeben sind. 

3. Der Fall, dafs zwei Seiten und einer der nicht ein- 
geschlossenen Winkel die vorgelegten Stücke sind, ist leicht 
mit Hilfe von § 12 zu erledigen. Wir denken uns auf einem 
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Schenkel des Winkels die eine Seite abgetragen und köüBen 
von dem freien Endpunkte aus die andere gegebene Seite, 
falls sie grÖfser ist als das von hier auf die gegenüberlie- 
gende Seite gefällte Perpendikel, auf doppelte Art anlegen; 
ist sie gleich dem Perpendikel, so giebt es für sie nur eine 
einzige Lage; ist sie kleiner, so ist das Dreieck unmöglich, 
Ist die Seite, welche dem gegebenen Winkel gegenüberliegt, 
die grofsere, so ist das Dreieck immer möglich. Das weitere 
folgt aus § 12, 5. 

' 3. Siud drei Seiten gegeben, von denen jede kleiner 
als die Summe und daher auch gröfser als die Differenz der 
beiden anderen sein mufs, so setzen wir zwei derselben mit 
einem Endpunkte aneinander und denken uns die eine um 
diesen gemeinsamen Endpunkt aus der Lage, wo beide Seiten 
ineinander fallen, gedreht, bis beide einen Gestreckten mit 
einander bilden. 

Nach § 13, 3 mufs bei dieser Drehung die dritte Seite 
fortwährend wachsen, und zwar von der Differenz der beidun 
anderen bis zu deren Summe. Falls nun dieses Wachstum 
überall stetig, nirgends sprungweise vor sich geht, mufs sie 
einmal den vorgeschriebenen Wert annehmen; die angege- 
bene Bedingung ist also ausreichend. 

Die Stetigkeit des Wachstums der dritten Seite scheint 
freilich nicht strenge beweisbar; sie ergiebt sieh aus der An- 
schauung unmittelbar. 

Auch durch Zuhilfenahme der Lehre vom Kreise wird 
die Schwierigkeit insofern nicht gehoben, als nur aus der 
Anschauung hervorgeht, dafs der Kreis, der Inbegriff aller 
Punkte, welche von einem gegebenen gleichen Abstand haben, 
eine msammenhängmdc Link ist. 

§ 16. 
Das Parallelenaxiom, 

1. Denken wir uns an der Geraden AB in A und B 
die Halbgeradon BC und AD angesetzt derart, dafs -^ CBA 
+ BAD = 21i wird, so ist nach § 9, 3 ^D =|= BC. Es 
fragt sich nun: giebt es noch andere durch A gehende 
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Parallelen zu Bd Möge etwa AE, welches in den Winkel 
BAD fälltj zu BC parallel sein; dann können alle zwischen 
EA and BA fallenden Geraden BG nicht sehneiden. Lassen 
wir AE sich von AD ausgehend um A gegen AB hin 
drehen, so ist es denkbar, dafa erst, nachdem AE einen end- 
lichen Winkel beschrieben hat, ein Sclmeiden mit BO ein- 
tritt, um nachher fortwährend bis zur Endlage stattzuhaben. 
Oder lassen wir umgekehrt F auf BC sich von B über C 
ins Unendliche bewegen, so ist es möglich, dafs sich AE 
einer Grenzlage AX nähert, die mit AT) einen endlichen 
Winkel einschliefst; andererseits ist es auch möglich, dafs 
diese Grenzlage mit AD selbst zusammenfällt. Unsere An- 
schauung erklärt das letztere für richtig; doch ist es trotz 
zahlloser Versuche nicht gelungen, mit Hilfe der bis jetzt 
eingeführten Grundlagen diese Thatsache zu beweisen. Wir 
sprechen daher mit Euklid das Axiom aus; 

Wenn gwei Gerade mit einer dritten entgegengesetzte Winkel 
bilden, welche msammen weniger als einen Gestreckten betragen, 
so s^meiden sie sich, und swar sen>stverständli(^. auf dei'- 
jenigen Seite dw dritten Gnaden, auf der jene entgegengeseisten 
Winkel liegen. 

3. Folgerungen: a. Korrespondierende Wirücel undWedisel- 
winlxl an Parallelen sind gleich, entgegengesetste WiiJcd und 
korrespondierende Wediselwinkel supplementär. Denn andern- 
falls würden die inneren entgegengesetsten Winkel auf der einm, 
Seite der Sekante msammen mehr, auf der andm'n wenige als 
einen Gestreckten betragen, was ein Schneiden der Farällelen 
bedingen würde. 

b. Zu jeder Geraden ist durch einen Funkt aufserhalb der- 
seOien immer eine und nur eine Parallele möglich. 

c. Schmäet eine Gerade die eiwe von mvei Parallelen, so 
sdm&det sie auch die andere. Denn sonst wäre sie ihr parallel, 
und wir hatten zu ihr zwei durch einen Punkt gehende 
Parallelen, 

d. Sind zwei Gerade einer dritten parallel, so sind sie 
a/uch unter einander parallel. Denn verbindet man je einen 
Punkt zweier dieser drei Geraden durch eine Gerade mitein- 
einander, so sehneidet dieselbe auch nach c. die dritte Gerade; 
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durch Vergleichung der entstehenden korrespondierenden 
Winkel folgt dann sofort daa Behauptete, 

e, Winkel mit paarweise parallelen Scltenkeln sind gleich 



3. Lehrsatz: Die Winkclsumme eines Dreiecks beträgt 
einen Gestreckten. 

Beweis: Legt man beim Dreieck ABC eine Parallele 
DE zu AB durch ü, so ist -^ DCA = «, -^ BCE = ß, 
■^ DCA -i- ACD + BCE ^ a -\- ß -\- y == 1 Gestreckter. 

ZusalB 1. Die drei inneren Winkel des Dreiecks lassen 
sich in diesem Satze einzeln durch je einen anliegenden 
Äufsenwinkel ersetzen. Hierdurcli erhält der Satz die fol- 
genden drei weiteren Formen: 

a. Ein Aufsenwinkd eines Dreiecks ist gleich der Summe 
der beiden Dreiecksmnkel, welche nu^t seine Nebenwinkel sind. 

h. Zw&, Äufsenwinkel eines Breiecks betragen msantnten 
einen Gestreckten meltr als der Dreiecksmnkel, weldier der Neben- 
winkel SU keinem von beiden ist. 

c. Die drei Äufsenwinkel eines Dreiecks betragen misammen 



Zusatz 2. Nach Einführung des Parallelenaxioms redu- 
zieren sich die Fälle von Dreiseiten, die keine Dreiecke sind, 
auf die beiden, dafs entweder alle drei Geraden parallel sind, 
oder dafs zwei parallel sind und beide durch die dritte ge- 
schnitten werden. 

4. Von den scheinbaren Beweisen für das Parallelen- 
axiom wollen wir hier nur den Bertrand' sahen vorführen, 
weil er am meisten Schein für sich hat. 

Denken wir uns eine Gerade in unendlich viele gleiche 
Teile geteilt und durch die Teilpunkte Gerade unter gleichen 
Winkeln angelegt, so sind diese Geraden sämtlich parallel 
und die entstehenden Parallelstreifen sind gleich, wie sich 
durch Aufeinanderlegen zweier verifizieren läfst Die ganze 
Ebene enthält somit unendlich viele solcher gleichen Streifen. 
Andererseits ist das unendliche Flächenstßck, welches durcli 
die Schenkel eines Winkels aus der Ebene ausgeschnitten 
wird, ein endlicJicr Bruchteil der letzteren, da es bei endlicher 
Vervielfältigung einen vollen Winkel oder mehr liefert. Ist 
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es nun möglich, in einem der Parallelstreifen eine zweite 
Parallele zur benachbarten Greraden zu ziehen, so ist in dem 
Streifen, der nur einen unendlich kleinen Bruchteil der Ebene 
ausmacht, ein Winkelruum ganz enthalten, der ein endlicher 
Bruchteil der Ebene ist. 

So plausibel auch diese Beweisführung auf den ersten 
Blick erscheint, so mufa sie doch verworfen werden, weil sie 
mit unendlichen Gröfsen in durchaus unzulässiger Weise ope- 
riert. Unendliche Grofsen werden bei wissenschaftlich strengen 
Betrachtungen immer nur in der Weise eingeführt, dafa man 
endhehe Gröfsen nach einem bestimmt vorgeschriebenen Ge- 
setze über jede Grenze wachsen läfst. Von einem Grenz- 
übergang ist aber bei dem Bertrand'schen Beweise keine 
Rede; die Bemühungen, einen solchen vorzunehmen, stofsen 
auf unüberwindliche Schwierigkeiten. 

5. Das Scheitern alier Versuche, das Parallelenaxiom 
zu beweisen, führte zu einer überaus merkwürdigen Weiter- 
entwicklung der Geometrie. Schon von Gauss wurde der Ge- 
danke angeregt, es müsse sich eine widerspruchsfreie Geometrie 
herstellen lassen, welche das Parallelenaxiom verwirft. Dieser 
Gedanke wurde hauptsächlich von /. Solyai und Lobatschewsh/ 
verwirklicht durch die Konstruktion einer Geometrie, die man 
im Gegensatz zu der gewöhnlichen, der Euklidischen, die 
nickt -Etddidische Geometrie, auch die absolute Geometrie zu 
nennen pflegt. Dieselbe hat sämtliche Sätze, die wir vor 
dem gegenwärtigen Paragraphen herleiteten und ebenso eine 
entsprechende Zahl atereo metrisch er Sätze mit der Euklidi- 
schen Geometrie gemeinsam, weicht aber im Übrigen voll- 
ständig von ihr ab. Behufs eingehenderen Studiums der nicht- 
Euküdisehen Geometrie ist auf das Werk von J. Frischauf: 
„Elemente der absoluten Geometrie" zu verweisen. Indessen 
erscheint es zweckmäfsig, einige Resultate dieser Geometrie 
hier anzuführen. 

a. Ist AS A- AC und ist CD unter den von C aus- 
gehenden Halbgeraden diejenige, welche am meisten gegen 
AS hingeneigt ist ohne sie zu schneiden, so dafs also jede 
in den Winkelraum ACI) fallende Halbgerade AB schneidet, 
so wird CD nach Bolyai als die Parallele zu AB für den 



Hosted by 



Google 



52 Planimetrie. 

Abstand AC bezeichnet; die übrigen durch C gehenden 
Geraden, die mit AB keinen Punkt gemeinsam haben, werden 
nur als nicht sehneidende Gerade bezeichnet. -^ AGD heirst 
der Paraiielwiukel für die Entfernung AC. Der Parallel- 
winkel ist verschieden für verschiedene Abstände; er nimmt 
zu für abnehmende Entfernungen und nähert sich bei ver- 
schwindender Entfernung einem Rechten. In der nicht- 
Euklidischen Geometrie sind die Wiukelverhältnisse von den 
absoluten Längen nicht unabhängig. 

b. Dreiecke können eine Winkelsumme besitzen, die 
nach § 9, 5 nicht mehr als zwei Rechte betragen kann, aber 
im allgemeinen unter zwei Rechten liegt. Dreiecke von 
gleicher Winkelsumme (die kleiner als zwei Rechte ist) haben 
gleichen Plächeninhait. Haben zwei Dreiecke den Flächen- 
inhalt «[ und ig, die Winkelsumme 6j und öj, so ist 

Ef ffiebt ein giolstes Dreieck, dessen Winkelsumme gleich 
Null ist, wie auch dei Flächeninhalt irgend einer geradlinigen, 
hegienzten Figur von bestimmter Seitenzahl einen bestimmten 
Wert nicht überschreiten kann Bei verschwütdend kleinen 
Ihewclen nahmt uteh die Wtnleliumme einem Gestreckten, wie 
uhcihaupt fui tmendhch Uetne Figuren die nicht -EuUidiscfie 
Geomettie tn die Eulhdiiche whetqeht. 

6. All hervorspriugend&ter Unterschied zwischen Eukli- 
di8i,her und absoluter Geometrie mufs bezeichnet werden, 
dafs in dei eisteren die Langen an sich (wie später weiter 
ausgeführt wirdj keine Rolle spielen, sondern in allen Rela- 
tionen nui Langem cilmlimsse auftreten, während in der abso- 
luten Geometrie die Langen selbst von bestimmendem Ein- 
liufs sind Von einer Willkurlichkeit der Längeneinheit kann 
hier nicht mehi die Rede sein Die Beziehungen zwischen 
Langen und Winkeln erscheinen aber abhängig von einer 
Konstanten A, deren Wtrt sich nii,ht herleiten lafst. Jeder 
Wert dieser Konstanten giebt ein anderes System der Geo- 
metrie; dem Werte ü; = oo entspricht die Euklidische Geo- 
metrie. Es wäre denkbar, wenn auch unseren Vorstellungen 
durchaus widerstreitend, dafs in Figuren von uns zugäng- 
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licher Gfröfse die Euklidische Geometrie ao riaheau gilt, dafs 
eine Abweichung von ihr nicht zu bemerken ist, dafs da- 
gegen bei grijfseren Dimensionen, etwa bei Fixstern fernen, 
eine Abweichung stattfindet. 

7. Wir wollen an dieser Stelle noch einen weiteren Satz 
von Legendre einfügen, der eine Ergänzung zu demjenigen 
von § 9, 5 bildet: 

Weim die Wmkelsmmrte eines Dreiecks von endlidien 
Bimensi&tmt ein Gestreckter ist, so ist sie es bei jedem. 

Beweis. Zerlegt man das Fundamentaldreieck mit der 
Winkelsumme von einem Gestreckten durch eine durch einen 
Eckpunkt gehende Gerade in zwei kleinere Dreiecke, so mufs 
jedes derselben ebenfalls dieselbe Winkelsumme besitzen; 
denn die Summe der beiden WinJcelsummen mufs nach Abzug 
von einem Gestreckten wieder diejenige des Enni^amental- 
dreiecks geben, was nicht möglich ist, wenn nur eine der- 
selben weniger als einen Gestreckten beträgt. Diese Zerlegung 
läfst sich beliebig oft wiederholen und man kann mit Hilfe 
derselben leicht beweisen, dafs in jedem Dreieck, welches 
sich ganz in das Fundamentaldreieck legen läfst, die Winkel- 
sumrae dieselbe ist. Andererseits überzeugt man sich aber 
in gleicher Weise davon, dafs in jedem Dreieck, welches sich, 
in kleinere Dreiecke zerlegen läfst, deren Winkelsummen 
sämtlich einem Gestreckten gleich sind, die Winkelsumme 
ebenso grofs ist. Zerlegt man nun irgend ein Dreieck in so 
kleine Dreiecke, dafs sie in dem Funda mental dreieck Platz 
finden, so folgt das Weitere von selbst. 

8. Es ist nun noch die Frage aufzuwerfen: welche 
wissenschaftliche Stellung ist der nicht-Euklidischen Geome- 
trie einzuräumen? Die Meinungen gehen in dieser Hinsicht 
weit auseinander. Während manche dieselbe in das Gebiet 
des „wissenschaftlichen Aberglaubens" verweisen, gehen 
andere, wie Zöllner, so weit, ihr wirkliches Bestehen als 
möglich anzusehen, so dafs sich z. ß. bei sehr grofsen Drei- 
ecken, wie sie in astronomischen Untersuchungen vorkommen, 
eine merkliche Verschiedenheit der Winkelaumme von einem 
Gestreckten herausstellen könnte. Wir wollen unserer Be- 
urteilung zwei Gesichtspunkte zu Grunde legen. 
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a. Das Paralielenaxiom ist trotz zahlreicher, ernstlicher 
Bemühungen, auch bedeutonder Mathematiker, nicht bewiesen; 
auf der Voraussetzung seiner Ungiltigkeit hat die nicht- 
Euklidische Geometrie eine umfangreiche Reihe Ton Schlüssen 
aufgebaut, ohne dafs sich ein Widerspruch bemerklich ge- 
macht hätte. Mau hat hieraus geschlossen, dafs das Paral- 
leleuaxiom überhaupt unbeweisbar sei, d, h. dafs es sich 
nicht auf konstruktivem Wege und durch logische Schlüsse 
aus den übrigen Grundvoraussetzungen 0er Geometrie her- 
leiten lasse. Allein dieser Sehlufs ist nicht zutreffend. Wenn 
auch eine grofse Zahl umfangreicher Schlufsreihen auf keinen 
Widerspruch führt, so ist damit doch noch nicht dargethan, 
dafs man nicht bei anderen Folgerungen auf einen Wider- 
spruch stofsen könnte. Thats'ächlich ist die Beweisbarkeit 
des Parallelenaxioma nur in hohem Grade unwahrscheinlich 
gemacht; der negative Beweis der Unbeweisbarkeit ist nicht 
erbracht und läfst sich vielleicht auch niemals erbringen; 
man kann eben das Problem nicht so bestimmt formulieren, 
wie etwa das der algebraischen Lösbarkeit der Gleichungen 
von höherem als dem vierten Grade oder der Quadratur des 
Kreises, der Verdoppelung des Würfels, deren Unmöglichkeit 
sich erweisen läfst. Es ist demnach die Möglichkeit, dafs 
die nichts Euklidische Geometrie noch einmal als unzulässig 
erkannt wird, nicht unbedingt ausgeschlossen. 

b. Wir haben früher gesehen, dafs zum Aufbau der 
Geometrie unsere Verstandesthätigkeit nicht genügt; wir 
müssen nicht allein gewisse gar nicht so einfache Grundvor- 
stellungen der Anschauung entleihen, sondern uns auch bei 
unseren geometrischen Schlüssen fortwährend durch dieselbe 
unterstützen lassen*). 

Auch die Bol^ai'sche Entwicklung der Elementarbegriffe 
kommt, selbst von dem vorausgesetzten Axiom der Kongruenz 
abgesehen, ohne ein weiteres Axiom nicht durch, wenn sie 
es auch anstrebt (vgl. § 3, 5). Die absolute Geometrie ist 

*) Gegenteilige Ansichten aind vielfach verbreitet. Man sehe 
hierüber ü. B. die soeben erschienene Ahhandlimg; iV(crsen, Bemerkungen 
über den Beweis des Satzes von der Wrukelsumme des Dreiecks; Math. 
Adu. B, 29, p. 230. 
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demnach kein freies Erzeugnis der Denktbätigkeit, sondern 
wurzelt zum grofsen Teil in der Anschauung, Während in 
anderen Fällen die Anschauung auch io der absoluten Geo- 
metrie als kompetent erachtet werden mufs, wird sie in einem 
einzigen Falle ausgeschlossen. Die nicht -Euklidische Geo- 
metrie ist keine einheitliehe Bildung. 

Aus den angeführten Gründen kann die nichtr Euklidische 
Geometrie wohl als eine höchst interessante Spekulation 
gelten, die möglicherweise logisch nicht zu widerlegen ist; 
sie hat auch das unleugbare Verdienst, klar zu entscheiden, 
weiche Sätze der treometrie vom Parallel enaxiom unabhängig 
sind, weiche nicht; aber als eigentliche Geometrie, d. h. 
Lehre vom Raum, kann sie nicht angesehen werden. Der 
llaumbegriff wurzelt in der Anschauung, und giebt man 
einmal zu, dafs überiiaupt der Anschauung etwas zu ent- 
lehnen ist, so braucht man logischer Weise vor anderweitigen 
Entlehnungen nicht zurück zu schrecken. Das Paralleleuasiom 
ist mit unserer Yorste) längs weise nicht minder eng verwachsen, 
als das Axiom der Kongruenz und das Axiom der Ebene. 

Wir beschäftigen uns in der Folge nur mit der Eukli- 
dischen Geometrie. Die weiteren planimetrischen Sätze sind 
sämtlich ohne Voraussetzung des Parallelenaxioms ungiltig. 

9. Tn § 9, 5 erwähnten wir schon, dafs auch der 
i(^eM(?re'sche Satz, dafs die Winkelsumme eines Dreiecks 
zwei Rechte nicht überschreiten könne, hinfälUg wird, wenn 
man die Gerade als eine endliche, in sich selbst zurück- 
laufende Linie ansieht. Auch die Ebene mufs dann als end- 
liche, in sich selbst zurückkehrende Fläche betrachtet werden. 
Die Gerade erhält so die Eigenschaften eines Kreises, die 
Ebene die einer Kugel. Die Planimetrie geht geradezu in 
die Sphärüo Über. 

F. Klein bezeichnet diese Geometrie als die elliptische, die 
nicht-Euklidische ah die hyperbolische, die Euklidische aber als 
die parabolische, indem er die in § 5 erörterten Mafsbestim- 
mungen mit den drei Geometrieen in Beziehung setzt. Eine 
weitere Erörterung dieses Gegenstandes kann hier nicht statt- 
finden, weshalb auf die in § 5 angezogene Litteratur zu 
verweisen ist. 
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Die unendlich fernen Funkte. 

1. Ea seien ein Punkt A und eine Gerade 6 gegeben und 
durch A eine Gerade a gelegt, welche b im Punkte B 
schneidet. Dreht sich nun a in bestimmtem Sinne um A, 
so wird der Schnittpunkt B auf h fortrücken und zwar über 
jede Grenze weit, bis schliefslich a^d wird, wo dann ein 
Schneiden überhaupt nicht mehr stattfindet. Setzt man die 
Drehung fort, so wird, dem Parallelenasiom zufolge, sofort 
wieder ein Schneiden eintreten und zwar auf der entgegen- 
gesetzten Seite von 6. Nach Vollendung einer vollen Um- 
drehung ist B an seineu Ausgangspunkt zurückgekehrt. Die 
sich drehende Gerade a schneidet also immer h und zwar 
unter einem Winkel, der desto kleiner wird, je weiter sich 
B von dem Fufspunktß des von A auf a gefällten Perpen- 
dikels entfernt, um schliefslich unter jede Grenze abzunehmen; 
eine Ausnahme findet nur für a ^= 6 statt. Für viele Unter- 
suchungen ist es nun vorteilhaft, nicht immer das Parallelsein 
von zwei Geraden als Separatfall anführen zu müssen, sondern 
dasselbe als Spezialfall des Schneidens behandeln zu können 
derart, dafs alle Sätze, die für sich schneidende Gerade gelten, 
sofort nach einer bestimmten Regel auf parallele übertragen 
werden können. Durch das besprochene Drehungsgesetz ist 
uns hierzu der Weg angezeigi Da der Punkt B in desto 
weitere Ferne rückt, je mehr sich a der Parallellage zu b 
nähert, so sagen wir, dafs sich a und i im Falle des Parallel- 
seins m unendlicher Ferne schneiden und dann einen ver- 
schwindend kleinen Winkel mit einander bilden. Da sich 
zwei Gerade nur in einem Punkte schneiden, so nehmen wir 
der Gleichmäfsigkeit wegen an, dafs auf joder Geraden nur 
ein unendlich femer Punkt vorhanden ist, zu dem man durch 
Weitergehen nach beiden Eichtungen hin gelangt. Die Ge- 
rade erscheint dann im Unendlichen geschlossen. Andern- 
falls würden sich die Parallelen in mehreren Punkten 
schneiden. Die unendlich fernen Punkte zweier in einer 
Ebene befindHchen Geraden können, ohne das Grundgesetz 
des einfachen Schneidens aufzugeben, nicht als identisch an- 
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gesehen werden, aiifser wenn die Geraden parallel sind. Die 
Ebene enthält daher unendlich viele unendlich ferne Punkte, 
die man sich zu einer Linie vereinigt denken kann. Diese Linie 
besitzt die Eigenschaft, da^s sie von jeder in der Ebene ge- 
legenen Geraden in einem einzigen Punkte geschnitten wird 
— denn jede solche hat einen einzigen Punkt im Unend- 
lichen. Eine Linie von dieser Eigenschaft ist aber immer 
eine Gerade. Denn man kann durch zwei beliebige Punkte 
einer jeden Linie eine Gerade legen, die, wenn kein Schneiden 
statthaben soll, ganz in die Linie fallen mufs; durch Fort- 
setzung dieses Schlusses gelangt man zu dem Resultat, dafs 
aufser der Geraden keine Linie existiert, die von keiner Ge- 
raden in mehr als einem Punkte geschnitten wird. Um 
konsequent zu sein, müssen wir daher annehmen, dafs alie 
unendlich fernen Puiikte einer Ebene in einer unendlich fernen 
Geraden liegen. Eine wirkliche Vorstellung läfst sich hier- 
mit freilieh nicht mehr verbinden. 

Im Gegensatz zu manchen Darstellungen ist es nicht 
unnötig zu betonen , dafs diese Festsetzungen einen rein 
»ynibolischen Charakter tragen und nur bezwecken, die Sätze 
über sich schneidende Gerade ohne Änderung der Ausdrucks- 
weise direkt auf parallele Gerade übertragen zu können. 
Eine reale Bedeutung kommt ihnen nicht zu; parallele Ge- 
rade schneiden sich eben in Wirklichkeit gar nicht. Wir 
werden es auch als unzulässig vermeiden, auf unsere Fest- 
setzungen Beweise zu basieren; wir werden vielmehr in jedem 
einzelnen Falle nachweisen, dafs sie zu keinem Widerspruche 
führen. Dafs der Satz über die Winkelsumme des Dreiecks 
erhalten bleibt, wenn zwei der Geraden parallel werden, 
leuchtet ein; auch bei drei parallelen Geraden läfst er sich 
aufrecht erhalten. Übrigens werden wir in der Folge ebenso 
wie bei dem Satze über die Winkelsumme des Dreiecks die 
Erfabi-ung machen, dafs ea gar nicht gelingt, die Sätze direkt 
allgemein nachzuweisen, sondern dafs man, von dem Spezial- 
fall des Parallelseins gewisser Geraden ausgehend, erat all- 
mählich zu dem allgemeinen Satze aufsteigt. 

2. Wir wurden zur Interpretation der unendlich fernen 
Punkte durch keine zwingenden Schlüsse, sondern lediglich 
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durch Analogieen geführt und begnügten uns mit dem Nach- 
weis, dafs die Interpretation widerspruchsfrei sei. Damit ist 
aber nicht ausgeschlossen, dafs noch andere widerspruchs- 
freie Darstellungen des Unendlichen existieren. Es ist merk- 
würdig, dafs algebraische Untersuchungen wirltlich zu einer 
solchen führen, die wir hier kurz skizzieren wollen. 

Die komplexen Zahlen x = ^ -\- rji lassen sich in be- 
kannter Weise als Punkte einer Ebene darstellen; vermöge 
irgend einer linearen Transformation, z. B. y ^ —, wird dem 
Punkte X ein einziger, ganz bestimmter y zugeordnet, so 
lange 3: endlieh und von Null verschieden ist. Nimmt man 
nun der Gleiehmäfaigkeit wegen an, dafs dies auch für a; = 
und X = (x> noch der Fall sein möge, so müssen sämtliche 
unendlich fernen Punkte der Ebene als zusammenfallend an- 
gesehen werden, da sie dem einzigen Punkte entsprechen. 
Wir werden also hier zu der Hypothese gedrängt, dafs die 
Ebene nur einen einzigen unendlich fernen Punkt besitzt. 
Alle nicht parallelen Geraden der Ebene schneiden sich dann 
zweimal, einmal im Endliehen und einmal im unendlich fernen 
Punkte; parallele Gerade haben in letzterem zwei zusammen- 
fallende Punkte gemeinsam, sie berühren sich im Unendlichen. 
Die Theorie der konformen Abbildung lehrt ferner, dafs ein 
in der Ebene der komplexen Zahlen gegebener Kreis durch 
irgend eine lineare Transformation wieder als Kreis abge- 
bildet wird; die Gerade tritt hierbei als Spezialfall, nämlich 
als Kreis mit unendlich grofsem Badius auf. Dies stimmt 
vollkommen zu der zweiten Hypothese. Zwei Kreise schneiden 
sich, wenn sie nicht getrennt liegen, immer in zwei Punldieut 
die im Falle der Berührung in einen einzigen zusammen- 
fallen können. Man mufa daher bei dieser Grund auf faasung 
nicht die Gerade, sondern den Kreis als Grundgebilde an- 
sehen. Während sieh zwei eigentliche Kreise oder ein Kreis 
und eine Gerade, wenn überhaupt, in zwei im Endlichen 
gelegenen, eventuell zusammenfallenden Punkten schneiden, 
rückt von denselben bei zwei Geraden einer (eventuell auch 
beide) ins Unendliche. Dafs wir diese Hypothese in unserer 
Geometrie nicht weiter benutzen, hat seinen Hauptgrund 
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darin, dafs es einfacher erscheint, mit Grandel erneuten zu 
operieren, die nur einen Schnittpunkt besitzen. Dann ge- 
langen wir aber zu dem Kreise erat auf einer höheren Stufe, 
wo er auch nur als Spezialfall der Kegelschnitte auftritt. 

In der nicht-Euklidischen Geometrie macht man die An- 
nahme, dafs jede Gerade zivei unendlich ferne Punkte besitze, 
in der elliptischen Geometrie sind dieselben imaginär. 

Wir beschliefsen an dieser Stelle die Besprechung der 
Dreiger ad engebilde; die weiteren Unt-erauchimgen, zu denen 
sie noch anregen: die Aufstellung der Relationen zwischen 
Seiten und Winkeln, sowie die Behandlung des Flächen- 
inhalts, werden besser erst auf der folgenden Stufe in Än- 



Vierseit und Viereck; Allgemeineres. 

1. Das Vierseit wird von vier Geraden gebildet, die sich 
in höchstens sechs Punkten schneiden, das Viereck von vier 
Punkten, die durch höchstens sechs Gerade verbunden sind*). 
Beim Vierseit liegen im allgemeinen auf einer Geraden je 
drei Schnittpunkte, beim Viereck gehen durch jeden Punkt 
drei Gerade; beide Gebilde sind im allgemeinen nicht identisch. 

Besonders zu behandelnde Spezialfälle entstehen beim 
Vierseit dadurch, 

a. dafs drei der Geraden durch einen Punkt gehen ^ 
vier durch einen Punkt gehende Gerade bieten nichts Be- 
merkenswerthes, 

h. dafs die Geraden paarweise parallel sind, 

c. dafs zwei der Geraden parallel sind — drei oder vier 
parallele Gerade können aufser acht bleiben. 

Beim Viereck ist, abgesehen von dem möglichen Parallel- 
werden eines Teils der Geraden, der Fall hervorzuheben, dafs 

*) Camot führte znerat in aeiner „Geomelrk de position" die Ans- 
drQcke voTktänäiges M-aeit und «-eck für ein aus n Linien, resp, aus 
n Punkten bestehendes Gebilde ein, um das einfache Wort «eck im 
gewöhnlicbeii Sinne zu gehrauchen. Wir unterdrucken das Wort „mll- 
ständig" und hcmerken es, wo nötig, beeonders, falls das Wort m-eok 
für eine von n Strecken begrenzte Figur gehraucht wird 
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drei fler Punkte in eiuer Geraden liegen. Alsdann treten 
vier Punkte auf, die durch nnr vier Gerade verbunden werden, 
90 dafs das Gebilde mit dem Falle c. des Vieraeits überein- 
stimmt, 

2. Um uns ein Bild eines allgemeiiien Vierseita (ohne 
Parallele und zusammenfallende Punkte) zu verschaffen, gehen 
wir von drei sich sehneidenden Geraden a, b, c aus (Fig. 4). 




Die vierte Gerade d kann zu dem von a, b, c begrenzten Drei- 
eeksraum ABC eine doppelte Lage haben. Sie geht entweder 
durch A AUC und achneidet dann zwei der Drei eck a Seiten 
in ihrem begrenzten Teile, während sie die dritte in ihrem 
unbegrenzten Teile trifft; oder sie tritt in AABC nicht ein 
und achneidet alle drei Dreiecksaeiten in ihren unbegrenzten 
Teilen. Würde man aber d mit a oder b vertansehen, so 
erhielte man den vorigen Fall. Die allgemeinen Vierseite 
sind daher alle von demselben Typua, während jedoch die 
vier Geraden, was die äufsere Form anlangt, nur paarweise 
dieselbe Rolle spielen (b und c, a und d). Mau kann Teile 
der vier Geraden auf drei Arten in geschlossenem Zuge 
durchlaufen. Denn vier Gerade lassen 4.3.2.1 Anordnungen 
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zu; da es aber gleichgilfig i=!t, welche fierade dabei ah die 
erste angenommen wird, da terner auch die Eeihentoljte ohnp 
wesentlichen Einflufs umgekeliit werden kann, so ergeben 
sich ~~r~H~~ = 3 1" Betracht kommende Anoi dnungcn In 
dem man dabei nur die Öchnittpunkte je zweier aufeinander 
folgenden Geraden ins Auge faTst, eihalt man diei Vierixlf 
von wesentlich verschiedene! Gestalt Wir haben 

a. ein Viereck mit lauter konkaven Winkeln (auf der 
einen Seite des als geschlossen gedachten üuifangs): AB^ A,B 
oder hdac; 

b. ein Viereck mit einem konvexen Winkel: AC,AfC 
oder cdai; 

c. ein Viereck, dessen Umfang sich selbst durchdringt: 
BC^B^C oder cdha. 

Immer sind drei begrenate Flächenteile, die einander 
nicht durchsetzen, vorhanden: ein Viereck AB^A^B und 
zwei Dreiecke A^BC^ und AiB^C. In jedem der Vierecke 
(a), (b), (c) heifsen zwei nicht auf einander folgende Seiten 



Die sechs Schnittpunkte der Seiten des Vierseits lassen 
noch drei Verbindungagerade zu, die nicht zu den Seiten 
gehören; dieselben heifsen Diagonalen des Vierseits. Von jedem 
der sechs Punkte kann nämhch nur nach einem einzigen 
andern Punkte eine Diagonale gezogen werden u. s. w. Die 
durch je eine Diagonale verbundenen Punkte {AAj^, BB^, 
CCi) sollen G-cijenpunktc heifsen. Je zwei Diagonalen schnei- 
den sich in einem IHagonalpanMe, deren es also drei giebt. 

Sind zwei Paar Seiten parallel, so liegen nur vier Schnitt- 
punkte und zwei Diagonalen im Endlichen; das Vierseit heifst 
dann ein Farallelogrmmn. 

Sind zwei Seiten parallel (ParalleUrapes), so fällt ein 
Schnittpunkt ins unendliche; hierdurch wird die eine Dia- 
gonale zu den beiden parallelen Seiten parallel. 

3. Die Gestalt des allgemeinen Vierecks kann eine dop- 
pelte sein. Gehen wir von dem Dreieck ABC aus, so kann 
der vierte Punkt I) zu demselben eine dreifache Lage haben: 

a. er fällt in das Dreieck ABC, 
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b. er fällt in den. Winkelraum der Scheitelwinkel der 
Dreieckswinkel, 

c. er fällt in einen der drei übrigen Eauniteile. 

Fall a. und b. geben indessen durch Vertausciien der 
Punkte in einander über. Entweder liegt daher einer der 
vier Punkte innerhalb des von den drei andern gebildeten 
Dreiecks, oder es liegen alle vier aufserhalb des von den 
drei andern gebildeten Dreiecks (Fig. 5). 

Die entstehenden begrenzten Raumteile sind immer sechs 
Dreiecke. Die sechs Geraden schneiden sich aufser in den 
vier gegebenen noch in 
drei weiteren Punkten A,, 
B,, Ci, welche Diaffonal- 
piinktc heifsen. Die drei 

Verbindungsgeraden je 
zweier dieser Diagonal- 
punkte: B,C!„ CA,, ^,B, 
mögen Diagonalen des 
Vierecks heifsen. 

4. Über Vierseite und 
Vierecke lassen sich G-leich- 
heita Sätze aufstellen, die 
aber komplizierter werden 
als beim Dreiseit und mei- 
stens nichts von Bedeu- 
tung darbieten. Ein Um- 
stand tritt indessen auf, 
der beim Dreiseit nicht vor- 
kam und der in der Folge unser Hauptinteresse in Anspruch 
nehmen wird: es werden nämlich Strecken lediglich durch andere 
Strecken bestimmt. Wenn sich n Gerade gegenseitig durch- 
schneiden, ohne dafs Schnittpunkte zusammenfallen, so wer- 
den auf jeder (n — 2) nicht durch lineare Beziehungen ver- 
knüpfte Strecken ausgeschnitten, im ganzen also »(n — 2). 
Nun können zunächst drei Gerade so festgelegt werden, dafs 
sie auf einander drei willkürliche Strecken ausschneiden. Jede 
weitere Gerade ist vollständig festgelegt, wenn die beiden 
Strecken angegeben werden, welche sie von zwei der ersten 
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Geraden, von einem der schon festgesetzten Punkte aua unter 
Bestimmung der Richtung gerechnet, absehneiden. 

Somit ist die gegenseitige Lage der n Geraden durch 
3-|-2(w — 3) = 2w — 3 Strecken hestimmt; die übrigen von 
ihnen fixierten 

n(»— 2) — (2« — 3) = k''-4« + 3 = (» — 3)(» — 1) 
Strecken müssen sich aus diesen berechnen lassen Beim 
Vierseit mabesondeie tieten acht Stiecken auf, von denen fünf 
willkürlich sind, so dafs diet GUtdiungm zwischen ätn acht 
St) ecken rxistmm 

Beim allgemeinen n-ech liegen auf jeder der ^ — ' 

Geraden 

(w-2)(^-3) m'-ö^ + 8 

2 "T- 1 2 

Strecken; denn die beiden Eckpunkte, welche der Geraden 
angehören, bestimmen eine und die Schnittpunkte der Ver- 
bindungslinien je zweier der übrigen {n — 2) Eckpunkte je 
eine Strecke. Im ganzen sind also 

Hfw — l)(w' — 5w-f 8) _ w^ — ew'i+iaw^ — 8» 
4 ~ 4 

Strecken bestimmt. Nachdem aber ein Dreieck fixiert ist, 
kann jeder weitere Eckpunkt durch seine Abstände von zweien 
der Dreiecks punkte wenigstens zweideutig festgesetzt wer- 
den; durch 3 + 2()* — 3) = 2)* — 3 Strecken sind also die 
übrigen 
5^_..- + lS».-8. _ j2„ _ 3) _ n'^,,^n^,j^+n 

bestimmt. Beim Viereck treten zwölf Strecken auf, zwischen 
denen sieben Relationen bestehen. 

Gleichungen zwischen mefsbaren Gröfsen, also insbeson- 
dere auch zwischen Strecken, werden als metriscM Relatiomm 
bezeichnet. 

5. Zwischen den Winkeln eines M-seits, bei dem nicht 
mehr als je zwei Gerade durch einen Punkt gehen, bestehen 
sehr einfache Beziehungen. Wir beachten, dafs die Ersetzung 
einer der Geraden durch eine Parallele an den Winkelver- 
hältnissen nichts ändert. Die Lage irgend einer der Geraden 
ist daher hinsichtlich der Winkel relationen genügend he- 



Hosted by 



Google 



64 Planimetrie. 

stimmt, wenn man den Winkel kennt, den sie mit einer der als 
fest angenommenen Geraden bildet. Behandelt man die vier 
konkaven Winkel, die an einem Seliittpunkte auftreten, als 
einen einzigen, so sind "^" — '- Winkel vorhanden, von 
denen nnr ()i ~ 1) willkürlich sind, so dafs 

" (" - ^) _ („ „ j-, _ (« - 1)_(^ -11 

Wiutelrelationen bestehen müssen. 

Der Winkel, den irgend zwei der Geraden anfser der 
als fest angenommenen mit einander bilden, läfst sich aber 
leicht aus den beiden, welche sie mit der letzteren bilden, 
nach dem Satze über die Winkelsumme des Dreiecks berech- 
nen. Hiernach sind alle Wütkel/relationm heim allgemeinen 
n-seit linear. 

6. Besondere Aufmerksamkeit haben diejenigen Winkel- 
relationen auf sich gezogen, welche an den Teilen der n Ge- 
raden auftreten, die man nacheinander in geschlossenem 
Zuge durchlaufen kann. Eine geschlossene, geradünig-w-seitige 
Figur im gewöhnlichen Sinne ist das einfachste Beispiel hier- 
von; doch kann sieh der Linienzug auch seihst durchschnei- 
den (Fig, 6). Man unterscheidet an jedem solchen Liuienzuge 
zwei Seiten (in den Figuren ist die eine schraffiert), bei der 
einfachen, geschlossenen Figur insbesondere eine äufsere und 
eine innere; wir wollen sie die positive und negative nennen. 
Man kann nun zunächst jeder der n Geraden der Figur einen 
bestimmten Eichtungssinn dadurch beilegen, dafs man den 
ganzen Umfang in der einen oder andern Richtung in einem 
Zuge durchlaufen denkt. Dann kann man jede Gerade in der 
festgesetzten Richtung über ihren Endpunkt verlängern und 
hierdurch n „Aufsmwinkel" erzeugen, die in der Weise zu 
berechnen sind, dafs man sich die Drehung von der Verlän- 
gerung des ersten zur zweiten, der Verlängerung der zweiten 
zur dritten u. s. w. immer in demselben Drehungssinne und 
zwar von der negativen Seite der Verlängerung zur positiven 
der folgenden Geraden ausgeführt denkt. Um die Summe 
dieser Äufsenwinbel zu finden, denken wir uns von einem 
beliebigen Punkte aus zu den n Seiten in dem ihnen zukom- 
menden Richtungs sinne Parallele gelegt, welche dieselben 
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Winkel einschliefoeii. Man erkennt dann sofort, dafa die 
Summe dieser Winkel ein Vielfaches von 4R beträgt; denn 
wenn man die Winkel der B«ihe nach durchläuft, wird man, 








bis man zum ersten Schenkel zunickkehrt, eine ganze Zahl 
von vollen Umdrehimgen auagpfuhrt haben Im einfachsten 
Falle eines geschlossenen Umfangs der sich nicht selbst durch- 
schneidet und dessen inneie Winkel ille kon^e»- sind, erhält 
man (wenn kein Winkel als über AR betragend angenommen 
wird) gerade 4 JJ, wie auch noch in anderer Weise dargethan 
werden kann. 

Da jeder einzelne Winkel unter 4 R liegt, so kann 
die Summe der Aufsenwiukel nicht mehr als 4 (n — 1) R 
betragen. 

Will man die Winkel summieren, welche auf der posi- 
tiven oder negativen Seite des Linienzugs enstehen, ohne 
dafs eine Verlängerung vorgenommen wird, so verfahre man 
folgendermafsen. 
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Die Winkel auf der negativer Seite betragen mit den 
entsprechenden Aufsenwinkeln zusammen je 2 M oder G R, 
je nachdem sie konkav oder konvex sind. Beträgt also die 
Zahl der konvexen Winkel fc, die Summe der Aufsenwinkei 
41 E, so erhält man für die Summe der Winkel auf der 
negativen Seite 

2nE -\- ilcE — Uli == 2in -{- 2h- 2l)li. 
Für die Summe der Winkel auf der positiven Seite findet 
man hieraus 

4:nR — 2{n -\- 2h ~ 2l)Ii = 2{n - 2h + 2l)R 
Für ein gerades n ist 4jR, für ein ungerades 2 E der kleinste 
Wert der Winkelsnmme*). 

Die Summe der inneren Winkel eines sieh nicht durch- 
schneidenden, geschlossenen w-seitigen ümfangs findet man 
durch Zerlegung mittels Diagonalen (Verbindimgs geraden 
zweier Eckpunkte) in (n — 2) Dreiecke als (2w — 4)Ii. 

7. Weit schwieriger werden die Winkel Verhältnisse bei 
Gebilden, in welchen mehr als zwei Gerade durch denselben 
Punkt geben, wie z. B, schon beim Viereck; wir werden 
später sehen, dafs alsdann transcendente Beziehungen zwi- 
schen den Winkeln auftreten. 

Im Folgenden beginnen wir mit der Untersuchung der 
speziellen Formen des Vierseits, um ebenso wie früher all- 
mählieb zu den allgemeinen Untersuch engen emporzusteigen. 

§ 18. 
Das Parallelogramm. 

1. Bei dem Vierseit mit zwei Paaren paralleler Seiten, 
dem Parallelogramm, liegen zwei Eckpunkte im Unendlichen; 
die eine Diagonale ist die unendlich ferne Gerade, Zieht man 
die beiden andern Diagonalen, so kann die Figur auch als 
Viereck angesehen werden. 

Leicht beweist man die folgenden Sätze mit alleiniger 
Benutzung der Gleiehheits- und Parallelensätze. 



*) Weitere Einzelnheiten über diesen Gegenetand findet man bei 
Kruse, Elemente der GeomeMe, 1. Äbt„ p. 27 ff. 
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3. Lehrsätze; a. Die nebeneinanderliegemäen Winkel des 
Paralklogramms sinij supplementär, die gegenüberliegenden 
gleich. 

b. Jede Diagonale teilt das Parallelogramm in zwei 
gleiche Dreiecke. 

c. Daher sind im Parallelogramm die gegcniiberliegen- 
den Seiten (d. h. ihre endliehen Teile) gleich. 

d. Die beiden Diagonalen teilen das Parallelogramm in 
vier Dreiecke, von denen die gegenüberliegenden gleich sind, 
die Diagonalen halbieren sich daher einander. 

e. Ein Viereck, bei dem zwei Paar Gegenseiten gleich 
sind oder ein Paar Gegenseiten gleich imd parallel sind, ist 
ein Parallelogramm. 

3. Die Parallelogramme werden eingeteilt in 

a. Quadrate (mit vier gleichen Seiten und vier rechten 
Winkeln), 

b. Becktecke oder Oblongen (mit ungleichen Seiten und 
vier rechton Winkeln), 

e. Skomhcn oder Rauten (mit vier gleichen Seiten und 
schiefen Winkeln), 

d. Bhomhoide (mit ungleichen Seiten und schiefen 
Winkeln). 

"über diese einzelnen Gattungen lassen sich noch man- 
cherlei Sätze aufstellen, die hier übergangen werden können. 

4. Zwischen den vier endlichen Strecken des Parallelo- 
gramms bestehen also zwei metrische Relationen; sind zwei 
anstofsende Seiten bekannt, so sind damit auch die beiden 
andern gegeben. 

Die Sätze über das Parallelogramm verlangen in for- 
meller Beziehung keine neuen Hilfsmittel; sie sind alle vom 
Parallelen axiom abhängig. 

§ 19, 

Das Paralleltrapez; die Ähnlichkeit. 

1. Das Vierseit mit zwei parallelen Seiten, das Parallel- 

trape2, kann eine doppelte Gestalt darbieten (Fig. 7); der 

Schnittpunkt A der beiden nicht parallelen Seiten kann näm- 
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lieh zwischen die beiden parallelen oder aufserhalb derselben 
fallen. Die folgenden Untersnehungen gelten für beide Spe- 
zialitäten gleichmäfsig, wenn nur festgehalten wird, dafs die 
Strecken, die von Ä aus in entgegengesetzter Richtung lau- 
fen, mit dem umgekehrten Zeichen zu versehen sind; die 



Strecken AB und AC mögen als positiv betiachtet weiden 
Die Zahl der metrischen Relationen zwi'^chen endlichen 
Stücken beschränkt sich hier auf zwei die durch die fol 
genden Sätze geliefeit werden 

2. Lehrsatz: D/e lon dm beiden wdit parallden "Letten 
durch die paralklm ahgettdnuttmen Strecken, tm ätm '^chmtt 
punkte der ersteren aus geiechnet bteJien m Fioportiun Es ist 
also AE:AJ) = AC AE 

Beweis: Nehmen wir zunächst an, dafs AB und AB 
ein gemeinsames Mafs besitzen, vrelches in AB mmal, in 
AI) Mmal enthalten ist (n ist eventuell negativ), so teilen 
wir hiernach AB und AB von A aus ein, legen durch die 
Teilpunkte Parallelen zu BC und DE und durch deren 
Schnittpunkte mit ACE Parallelen zu AB. Die entstehen- 
den, den Teilen von ACE anliegenden Dreiecke sind, wie 
aus den Sätzen über Parallele und Parallelogramme unmit- 
telbar folgt, gleich, woraus weiter hervorgeht, dafs AC und 
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AE in resp. m und n gleiche Teüu zerlegt werdeu. Es ist 
daher AB: AD = min aud AC:ÄE = m:n, also AB: AD 
^AC:AE. 

Existiert kein gemeinsames Mals von AB und AD, so 
teile niiin AB in m Teile von beliebiger Kleinheit; das jjfache 
eines solchen Teiles mag dann kleiner sein als AD, wäh- 
rend das {n + 1) fache grÖfser ist. Verfahren wir dann wie 
vorhin so finden wir 



m^ AB '^ m 



und da m beliebig grofs g< 

AD AK 
ÄB~ ÄC 
unter jeder endlichen Gröfse klein, d, li. = 0, wodurch wieder 
dasselbe Itesultat erlangt ist*). 

Die Hilfsmittel, mittels deren wir diesen Satz fanden, 
beschränken sich allerdings auf die Dreiecks gl eichheit sichre, 
verbunden mit dem Parallelenaxiom; allein im allgemeinen 
sind unendlich viele Dreiecke zu betrachten und es ist ein 
Grenzübergang auszuführen. Dieser Umstand scheidet die 
folgenden Relationen scharf von den früheren. 

3. Umkehrung : l'eilen zwei Gerade zwei andere sich schnei- 
dende von deren Schnittpunkt a»s gerechnet in proportionale 
Teile (mit Berücksichtigung der Vorzeichen der auf eintr Ge- 
raden gelegenen Strecken), so sind sie parallel. 

Beweis (Fig. 8): Wäre bei AB : AD = AO : AE nicht 
BC^^DE, so könnte man BF^DE machen und hätte 
AB : AD = AE: AE. Aus diesen Proportionen würde aber 
AG=AF folgen. 

4-. Lehrsatz: Die begrenzten Teile der beiden parallelen 
Seiten des Faralleltrapeses stehen in demselben VerJiäMnis (eine 



*) Auf die verschiudeaen UmlbrmviDgen, denon die fjefundeue Pro- 
portion unterworfen werden kaun, brauchen wir wobl oieht einzugehen. 
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Rücksicht auf Vorzeichen ist hierbei nicht nötig), wie die 
Stüdce, welche sie von einer der beiden andern Seiten^ von deren 
Sdmittptmht am gerechnet, äbsdtneidcn. 

Beweis: In Fig. 9 machen wir CF^ÄJ) und haben 




EC: EA = EE: ED oder CA : EA = ED : ED, FD = CJB 
und somit CAiEA^CD: ED. 

5. Zwei Dreiecke, deren Winkel gleich sind, lassen sich 
in die Lage von ABC und DAF bringen; ihre drei Seiten- 
paare stehen daher in Proportion. Man nennt zwei soldie 
Dreiecke ähnlich*). 

Ohne Schwierigkeit beweist man durch Zurttetführung 
auf die analogen Gleiehheitssätze noch folgende ümkehrungen 
{ÄJmlichkeitssätgc) : 

Ztvei Dreiecke sind ähnUdi, wenn zwei Taare ihrer Seiten 
in Froportion stehen und die eingeschlossenen oder die den gr'öfse- 
ren von ihnen gegenOberliegenden Winkel gleich sind; femer 
wenn die drei Seiten in Proportion stehen. 

6. Zwei ebene Gebilde überhaupt heifsen ähnlich, wenn 
ihre sämtlichen homologen (entsprechenden) Winkel überein- 
stimmen, während die homologen Strecken in Proportion 
stehen. Dafs wirklich zu jedem vorgelegten Gebilde ein ähn- 
liches existiert, dessen Strecken zu denen des ersten in be- 
liebig gegebenem Verhältnis stehen, erkennt man unmittelbar. 



*) Daa Zeichen für die Ähnlichkeit ist <--> (similii;). 
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indem man das erstere in Dreiecke zerlegt, dami zu einer 
beliebigen Strecke die homologe gezeichnet denkt und nun 
nach und nach durch Antragen gleicher Winkel zu sämt- 
lichen Teildreiecken ähnliche erzeugt. 

Ahnliche Gebilde stimmen in allen Mafsbeziehungen voll- 
kommen überein, wenn man nur für die Strecken verschie- 
dene Mafseinheiten wählt. Hieraus wird erst vollkommen 
klar, dafs in der Euklidischen Geometrie die absolute Länge 
der Strecken irrelevant iat. 

Für die nicht-Euklidische und die elliptische Geometrie 
gilt nicht das Gleiche. 

§ 20. 
Der Satz des Menelaos, 

1. Um nun endlich zu den metrisehou Relationen beim 
femeinen Vierseit zu gelangen, betrachten wir drei belie- 




bige der Geraden (i'ig. 10) als Dreiseit ABC, während die 
vierte, EDi\ als schneidende Gerade aufgefafst wird. Letztere 
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kann eutweder diu drei anderen in ihren unendlichen Teilen, 
oder iswei in ihren endlichen, eine in ihrem unendlichen Teile 
schneiden; die Relationen sind beidesmal dieselben. Zwischen 
den sechs Stücken, in welche die Dreiseitsseiten durch die 
Schneidende zerlegt werden, können wir eine Relation her- 
leiten, die unter dem Namen „8ats des Mcnelaos"*) bekannt 
ist. Um über die Vorzeichen der betreffenden Strecken im 
Klaren zu sein, denken wir uns den Umfang des Dreiseits 
ABC folgendermafsen durchlaufen: von A nach F, von F 
nach H, von li über D nach C und dann über E nach A. 
Dabei sind die in den Richtungen von A nach H, B nach 
C, C nach Ä durchlaufenen Teile als positiv, die andern als 
negativ zu rechnen, so dafs die algebraische Summe der 
durchlaufenen Stücke dem Umfange von ABC gleich ist. 

Legen wir C(x =^ EF, so ist zunächst ohne Beachtung 
der Vorzeichen 

AC : EC ^ AF : FG und 
BFiFG^BT): D(:, 
woraus durch Elimination von FG folgt, wenn jetzt die Vor- 
zeichen berücksichtigt werden**), 

AF.BD OE = - FB.DC.EA oder 
AI hD Gh _^ ■■ 
IB IX EA~ 
'^clmudet man uho diei Gerade duitii eine vietle, ao löf dan 
FtoduU def Quotienten det ietäen auf jeder ergmgten AhbchniUe, 
nenn man die Zeichen m der oheit amgegeieneii Weise iestimmt, 
gleich — 1 

2 ümkelinmg bmd dtei sich 'tfhtieidcnde Gerade durch 
d>ei Fvnlü de^ait geteilt, daß das FiodiiH der QuotitHten der 



*) Voo dem bekai nten gtiechiechea Mathematiker au 1 Astronomen 
Mtnelaci, c 100 n Chr für ebene und spliiiischf. Die e ke aiifg 'itellt 
**) Bei dem eisten Tjpns 1er Figui ist mmlicli eine, 1 ei dem 
zweiten ajnd drei Strecken negativ Der Sitz des Meuelaoa iaJiit 

Eich leicht fitr den Fall erwe fcero dafa em behebiger gesch!oi.seiier, 
<IU6 getadön Strecteia Busammeageaetztci Linienaug dirch eine Gerade 
talU er eben int oder im aligemeinen durch eini. Lbcne geachnitteu 
wild ^ ir gUuben, jedoch diese Erweiterung hier wo es sich nur 
um üie grundlegenden Satze handelt, uberg hen zu d rfen 
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beiden Abschnitte jeder Geraden gleich — 1 ist, so liegest jene 
drei Funkte in einer Geraden. 

Beweis: Sind BC, ÜÄ, AS die drei Geraden, B, E, 
F die teilenden Punkte, so kann man zunächst durcli D und 
E eine Gerade legen. Trifft diese AB nicht in F, sondern 
in F^, so ist 

AF BT> CE , , 

FB-DG-EÄ=-^ ""^ 

Al<\ BD CE 



PR = 7^^ Oller 



¥B ^ t\B' 
d. h. FB ■=F^B, also die Identität von F und F^ folgt, 
was der Annahme widerspricht. 

3. Da man je drei Seiten eines Vierseits als Dreiseit, 

die vierte als schneidende Gerade auffassen kann, ao liefert 
uns der Satz des Menelaos bei jedem Vierseit vier Relationen. 
Wir haben (Fig. 11) 




BG.AE.FD 
Multipliziert man drei 
dieser Gleichungen mit- *'^' "' 

einander, so erhält man die vierte; die vier Relationen reduzie- 
ren sieh daher zunächst auf drei; aber auch diese sind von- 
einander nicht unabhängig, wie die folgende Betrachtung zeigt. 
Die vier Gleichungen stellen Relationen dar zwischen vier 
Variabein, nämlich zwischen den Verhältnissen der Streekea 
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auf je einer der Geraden, wobei es gleicligiltig ist, welche Kwei 

der drei jedesmal ausgeschnittenen Strecken man benutzt; so 

. , „ AF ÄS + BF , , SF -PI- ■ ■ i. 

ist z. B, -TTT = — — -Tfr— = 1 + -r^ u. s. w. iyhmmiert man 
Ali AB ' AB 

nun aus zwei der Gleichungen, die immer je zwei gleiche 

Variabein und eine verschiedene enthalten, eine der ersteren, 

so kommt man zu einer der beiden andern Gleichungen. lu 

der That können wir für die beiden ersten Gleichungen 



AF BD 

FB ' Vü' 



oder 



, , FB /, , ÄE\ FT) , 

-1 und bä[^+1Sc)dF=^ 

3n, woraus durch Elimination vou -^ 

Fli /. AF Bn \ ED _ , 

BÄ \ FB ' DCJ 1>F^ 

AF+BA , AF Ol! + DC\ ED ^ _ , 
"BÄ '^ BA' dg JED + FE ^ 



1 J- ^ C.B \ ED __ _ 

+ B J. ■ JJC) ' ED + FE ~ 



oder 

- BA . DU. El) + AF.VB .ED BÄ. DC(ED + FE) 

oder endlich 

BA^FE.DC _ __ 

äfTed. üb ~^ 
wird. 

Der Satz des Menelms liefert also nur swei unabhän- 
gige metrische Relationen zwischen den acht Strecken eines 
Vierseits; durch eine zweite Reihe von Sätzen werden wir, 
bei speziellen Fällen beginnend , zu der dritten Relation 
gelangen. 

4. Wird ED^AB, so werden AF, BF, EF, DF 
unendhch, unterscheiden sich aber von einander nur um 
endliche Gröfsen; so ist z.B. AF — BF^ AB, während 
die Differenz vou AF und EF, wenn beide auch über alle 
Grenzen wachsen, kleiner als AE bleiben mufs u. s, w. Da- 
her werden die Quotienten je zweier dieser Gröfsen der Einheit 
gleich. Aus unseren Relationen wird mithin 
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SB_.GE _ . 
nc. liA ~ ' 
AC.KD _ 

BÄ .cP:~ ' 
was die GleicljuLgeu von § 19, 2 und 4 sind. 

Wird auch noch ÄE ^ BD, das Vierseit also -i 
Parallelogramm, so reduzieren sieh dieselben auf 
ED _ 
'AB ~ 

Mit Hilfe der in § 16 erörterten Anschauungsweise über 
das Parallelsein und die unendlich fernen Punkte gelangt man 
also in der Theorie der metrischen Relationen (auch bei den 
noch zu untersuchenden) von den allgemeinen Gleichungen 
zu richtigen Spezialresultaten. Wir werden daher bei Her- 
leitungen, denen die metrischen Relationen zur Grundlage 
dienen, das Parallel werden von Geraden nicht immer beson- 
ders unterscheiden, sondern stillschweigend als Spezialfall 
betrachten, der sich dem allgemeinen Resultate unterordnet. 

§ 21, 
Der Pythagoreische Lehrsatz. 

1. Fällt man in einem rechtwinkligen Dreiecl; von dem 
Scheitd des rediten Winkds an Ferj)endikel auf die Hyjpo- 
tenuse*), so teilt dieses das Dreieck in zwei mifer sich und 
dem ganzen ähnliche Dreiecke. 

Die drei Dreiecke stimmen nämlich in den Winkeln 
Überein. 

Ist ASG das Dreieck, <C ÄCD = 1 E, CD J_ AB, so 
folgt hieraus einerseits 

AD: DC^ CD -.DB, 
andererseits 

AD : AC = AU : AB und 
BD:BC=BC:BÄ. 

2. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 

*) Hypotenuse heiht im rechtwinkligen Dreieck (d. h. einem Dreieck 
mit einem rechten Winkel) die dem rechten Winkel gegenüberliegende 
Seite, wahrend die beiden andern Seiten Katheten genannt werden. 
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AC'' = ÄD.AB, 

BC^ = BD.BA, 
also durch Addition 

ÄC + BC^ = ÄB{AD + DB) = AB. AB, 
oder AC^ -\- BC^ = ABK 

Die Summe der Quaämtc der heiden Katheten eines redd- 
wii^digen Dreiecks ist gleich dem Quadrat der Hypotc^tuse 
■ Lehrsatz*). 



§ 22. 
Die dritte metrisclie Relation beim Vierseit. 
1. Wir betrachten zunächst den Spezialfall, dafs drei 
Gerade des Vierseits durch eiuen Punkt gehen; zwischen den 
fünf Strecken der Figur 
besteht dann eine Rela- 
tion, welche aus dem Satze 
des Menelaoa nicht folgt 
Bei der in Figur 12 ge- 
wählten Bezeichnung ist, 
wenn h auf n senkrecht 
steht: 




S = /(ä _|. ^2^ ^2 _ ^ 



- (m + 



«^ — m^ — 2mx ^ Ö^ — n^ -j- 2ux, 



ferner folgt 

e^ ^ a^ — {rn -\- xf + x^ ^ a^ ^ m^ — 2mx , 
so dafs wir erhalten 

^ "^ m + n " "" "" """m"+»"i ■ '""■ 

*) Das Wort Quadrat ist hier sei bstvers ländlich nur im arithmeti- 
schen Sinne zu veratehen. 
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Von a, b, c kommen hier nur die absoluten Werte in Betracht; 
bei m und n ist auf das Zeichen (ob gleiches oder entge- 
gengesetztes) Rücksicht zu 
nehmen*). 

3. Von diesem 
fall gelangen wir sofort zur 
allgemeinen Relation. Wir 
bringen (Fig. 13) die sechs 
Strecken a= AB, h = AC, 
c = AD, d = AE, e = BC, 
f = DE in Beziehung; es 
es sei BE ^ x. Es ist nach 
dem Vorigen *' 




^^- 



^='- 



-_&)_- h{_d — }i)ä 



Ausdrucks für x^ und nach 



oder nach Einsetzung des 
einigen Vereinfachungen 

oder 

cd{ä'- + i^ — e') = ah{fi'-\-^- f) 



c' + d'-r 



oder auch 



cde' - ahp = («c — hd) (ad — hc) 
oder endlich 

7' y ~e'^' — \J"f e' fjVe' f e ' f )' 



In der letzten Form erscheint die Relation als e 
chung zwischen den vier Quotienten —, — , y, -7 



ü Glei- 



3, Stimmen zwei Dreiecke in dem Winkel 7 überein, 

*) Die Eelation wurde von Stewart iingegetieii. (De qiiibusd. 
theorcm. general,; Edinburg 1740). 
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90 ist — — für beide dieselbe Gröfse, so dafö dieser 

Ausdrueli nur von dem Winkel y abbängt*). 

§ 23. 
Die metrischen Belationen beim Viereck. 
1. Beim Viereck treten zwölf Strecken auf, von denen 
fünf beliebig sind. Mnn kann ■/.. B. in Fig. 14 AB, BE, EC, 




CT^und FA beliebig annehmen, während die übrigen Strecken 
hierdurch bestimmt sind. Wir fassen zunächst ABO als ein 
Dreieck auf, in dessen Ebene der Punkt B gegeben ist, und 
snchen eine Relation zwischen den sechs Strecken, in die 
die Dreiecks Seiten durch die von den Eckpunkten durch Z) 
gezogenen Geraden geteilt werden. 

Wendet man den Satz des Mmelaos auf A AGD und 
die Schneidende BG, dann auf A SGD und die Schneidende 
AC an, so erhält man 

AB.GO.BE , , BA.GG.DF 



BG.CD.MA 

I denen durch Division 



1 und 



AG.CD.FB 






*) Die dritte Vierseitsrelation findet sich io Carnot^s Geometrie de 
Position, ohne dafs jedoch ihre prinzipielle Bedeutung hervorgehoben 
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ÄG- _ DF\E_A 

BG ~^ JDü.FB 
folgt. Bildet man die beiden analogen ßelationen und multi- 
pliziert alle drei, so findet man, wenn man das Vorzeichen, 
das nach der Entwickelung nicht evident ist, der Figur ent- 
sprechend bestimmt, 

GB.EC.FA 

Wir haben somit den bekannten Sats des Ceva*): Legt 
man durch einen festen Funkt und die Echpurüäe eines Dreiecks 
drei Gerade, so teerden die drei Seiten des Dreieck durch die- 
selben derart geschnitten, dafs der Qußtimt (fer Frodukte je 
dreier nickt auf einander folgenden Stücke (gerechnet wie beim 
Satae des Menelaos) gleich ~\- 1 ist. 

Die ümkehrung dieses Satzes, die zahlreiche Anwen- 
dungen auf spezielle Fälle gestattet, wird genau wie die Uni- 
kehrung des Satzes des Menelaos bewiesen. 

3. Analoge Relationen ergeben sieh, wenn man von 
den Dreiecken .^BD u, s. w. ausgeht. Um indessen sämt- 
liche Gleichungen des Vierecks aufzustellen, nehmen wir 
noch § 22, 1 zu Hilfe. Der Kürze wegen setzen wir BiJ 
= «1, F.C^a.,, CF^bi, «, -f «s = « u. s. w., ÄD = p, 
DE =^ ? u. s. w., Fig. 14 entsprechend. Dann haben wir 

(>• + «)" 

Femer ist nach dem Satze des Menelaos mit steter Rück- 
sicht auf die Vorzeichen 

— * — - ^ 1 oder 
*) Geva, De Uneis se invicem secantibus. Mailand 1678. 
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woraus folgt 



(p + 0' _ !■ (^1 + 1 + ^.y, 

n ^ &'' «1 + c- O; — a Ol a, 

"«(^+1 + 1;)" 



und andererseits 








«(•+; 


1+ 


if 






{e'h 


, + o'i, - 


66, S 


-)C 


+ 


::)" 




K'+s+; 


W' 






(a't 


■i+»"%- 


cc^c. 


.)(!; 


+ 


::)" 



= (' + l; + ir 



Aus den sechs Stücken a,, a^, fc,, ftg, Cj, Cg, die unter 
sieli durch eine Relation verbunden sind, lassen sich also 
die sechs übrigen algebraisch berechnen. 

Die Relation zwischen a, h, c, p, q, r, den sechs Ent- 
fernungen zwischen je zwei von vier Punkten, läfat sich 
(s. darüber Balteer, Theorie und Anwendung der Determinankn, 
p. 215), auf die Form 
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1 1 1 1 I 

1 c b p \ 

1 c a ^1=0 

l h a (f r\ 
I 1 j) q r I 
bringen. 

3. Wenn ein festes Dreieck vorgelegt ist, so kann man 
die Lage eines Punktes derselben Ebene dadurch bestim- 
men, dafa man den Punkt mit den Eckpunkten des Dreiecks 
verbindet und die Verhältnisse angiebt, in welchen die Ver- 
bindungsgeraden die Dreiecks Seiten seh neiden. Ana zwei 
dieser Verhältnisse läfst sich das dritte nach dem Satze des 
Ceva bestimmen; doch empfiehlt es sich der Homogenität 
halber die drei Verhältnisse in betracht zu ziehen. Man ge- 
langt so zu dem vielleicht einfachsten, homogenen Koordinaten- 
system. Möbius führt dasselbe in seinem „Barygenlrischen 
KalMl"*) in einer Form ein, welche seinen geometrischen 
Charakter etwas verdeckt. 

Denkt man sich in zwei Punkten A^ und A^ die Massen 
mj und »ig konzentriert, die auch negativ sein können, so 
liegt der Schwerpunkt der beiden Massen in dem Punkte A 
der Geraden -4, Jy, für welchen 



ist. Sind in den Eckpunkten eines Dreiecks A^ A,^ A^ die 
Massen 7n^, JH^, ni^ konzentriert, so liegt ihr Schwerpunkt 
auf den Verbindungslinien je eines Massenpunktes mit dem 
Schwerpunkte der beiden andern. Man findet daher den Ge- 
samtschwerpunkt, indem man die Seiten des Dreiecks im 
umgekehrten Verhältnis zu den Massen der begrenzenden 
Eckpunkte teilt und die Teilpunkte mit den gegenüberliegen- 
den Eckpunkten verbindet; der gemeinsame Schnittpunkt der 
drei Verbindungslinien ist der Schwerpunkt. Man erkennt 
leicht, dafs durch geeignete Wahl der drei Massen jeder 
Punkt der Ebene zum Schwerpunkt gemacht werden kann, 

*) Gesammelte Werke, B. 1, p. 1. 
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uud awiir nur auf üiue Art, wenn man lediglieh die 
liältnisse der Massen in betracht zieht. Diese Massenver- 
hältnisse können an Stelle der oben besprochenen Schnittver- 
hältnisse als Koordinaten des Schwerpunktes benutzt werden. 

Für den Raum lassen sich ähnliche Betrachtungen 
stellen, auf die wir nicht weiter eingehen. 

§ 24. 
Flächeninhalt und Fläolienverwanaiung. 

1. Es erscheint zweckraäfsig, erst nach der Behandlung 
der metrischen Relationen zu der Lehre vom Flächeninhalt 
Überzugehen, wenngleich der Begrift' des Flächeninhalts schon 
beim Dreieck auftritt; wir werden näniJich von den Unter- 
suchungen der letzten Paragraphen mehrfach Anwendung zu 
machen haben. 

Wir nennen zwei Figuren, die von sich selbst nirgends 
durchschneidenden und in sich selbst zurücklaufenden Linien- 
zügen begrenzt werden, flckhengleieh, wenn beide durch Linien 
derart zerlegt werden können, dafs je zwei Teile beider 
gleich (kongruent) sind. Sowie wir bei der Addition von 
Strecken das Axiom benutzen mufsten, dafs die Reihenfolge 
der Aneinanderfügung für das Resultat gleichgiltig ist, so 
müssen wir hier das folgende Axiom aufstellen: 

Wenn ewei geschlossene Figuren durch irgend eine Zer- 
legung als flächengleich nachgewiesen sind, so ist es nicht mög- 
lich eine andere Zerlegung amsm^führen, bei der die eine Figur 
sämtliche Teile der andern, aufserdem aber noch tveiterc Teile 
enthält. 

Die Definition und das Axiom lassen auch negative, d. h. 
ßubtraktiv anzutragende Teile ku. 

2. Bei der Zerlegung zweier Figuren in bezüglich gleiche 
Teile beschränken wir uns prinzipiell nicht auf Teile von 
endlicher Ausdehnung, sondern lassen auch den Grenzüber- 
gang zu unendlich vielen unendlich kleinen Teilen zu*). Es 

*) Der Begriff des unendlich Kleinen beim Fiächeninlialt kann 
wohl als unmittelbar einleuchtfind angenommen werden; zerlegt man 
eine Figur von endlichen Dimensionen in unendlich viele Teile, bo 
müBsen dieselben teilweise uoendlicli klein sein. 
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mufs hervorgehoben werden, dafs wir uns krummlinigen 
Figuren gegenüber hier in einer günstigeren Lage befinden, 
als früher bei der Aiismessung krummer Linien. Denn 
während es unmöglich ist, eine krumme Linie in gerade 
Teile zu zerlegen, um hierdurch eine Gröfsenvergleichung zu 
erzielen, können wir in und um eine krummlinige Figur je 
eine geradlinige mit beliebig vielen Seiten zeichnen, von 
denen die eine selbstverständlich kleiner, die andere gröfaer 
als die krummlinige ist, und deren Unterschied beliebig klein 
gemacht werden kann, so dafa der Flächeninhalt der krumm- 
linigen Figur durch einen Grenzübergang vollkommen streng 
ermittelt werden kann. 

3. Beim Messen der Geraden konnte eine beliebige 
Strecke als Einheit gewählt werden; beim Messen von Flächen 
hat man eine weit umfangreichere Auswahl, da man eine 
Figur von beliebiger Gestalt und Gröfse zur Mafaeinheit 
machen kann. Ein aprioristiseher Grund für die Zugrunde- 
legung einer bestimmten Mafsfigur kann nicht angeführt 
werden. Da in der Praxis hauptsächlich Figuren zu ver- 
messen sind, die Rechtecken mehr oder weniger nahe kommen, 
Rechtecke aber am leichtesten wieder in Rechtecke zerlegt 
werden können und unter den Rechtecken das Quadrat das 
regelmäfsigste ist, und da ferner die gesamte unendliche 
Ebene mit unendlich vielen Quadraten vollständig bedeckt 
werden kann, so hat sieh als vorteilhafteste Flächeneinheit 
das Quadrat, dessen Seite gleich der Längeneinheit ist, ein- 
gebürgert. Da die wissenschaftliche Vermessungslehre das 
Quadrat durch nichts besseres zu ersetzen vermag und eine 
willkürliche Festsetzung doch einmal gemacht werden mufs, 
so wird es von derselben gleichfalls als Ftächenmafaeinheit 
aceeptiert. 

Eiüdid beschränkt sich lediglich auf die Lehre von der 
Fläehenvergleichung und Fl ä che nver Wandlung, die eigentliche 
Flächen Vermessung vollständig ausschliefsend; sei es, weil 
ihm die Wahl der Mafseinheit zu willkürlich erschien, sei 
es, weil er die Vermessungslehre überhaupt mehr für einen 
Teil der praktischen Feldmefskunst als für reine Mathematik 
hielt. Auch wir wollen die Fläehenvergleichung in den 
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Vordergrund stellen, die Vermessung jedoch, welche immer- 
hin charakteristische Formeln liefert, nicht ausschiiefsen; die 
Übertragung der Formeln von einer Mafseinheit an einer 
beliebigen anderen ist übrigens durch eine einfache Pro- 
portion sofort auszuführen. 

Wir stellen sogleich das Fundameiitalgeaetz der Flächen- 
vergleichung geradliniger Figuren an die Spitzer 

Zwei flächengleiche geradlinige Figwren lassen sich immer 
di^ch Zerlegung {auf additivem oder suhtrakthem Wege) in 
eine endliche Anzahl von bezüglich gleichen Teileti ineinander 
überführen. 

Wesentlich ist aiao, dafa niemals eine Zerlegung in un- 
endlich viele Teile zu Hilfe genommen werden mufs. 

Wir führen die Untersuchung zuerst für Dreiecke, dann 
für beliebige geradlinige Figuren. 

4. Im Dreiecke ABC {Fig. 15), in dem an der Seite 

AB zwei spitze Winkel liegen mögen, halbieren wir AC und 

BC in D und E, machen 

JEG±AB,HDF±AB 

und FCG^AB. Dann 

{si£\ADK=CDF un>\ 

ABEJ=CEG, so dafs 

das Dreieck ABC und das 

Kechteek SJGF üächen- 

gleich sind. Jedes Dreieck 

läfst sich daher durch Zerschneiden in höchstens drei Teile und 

Umlegen derselben in ein flächengleiches Bechteck verwandeln. 

6. Ist ABCD ein Recht- 
eck (Fig. 16), ziehen wir AC 
und durch einen Punkt J 
dieaer Geraden HF =f= AB, 
EG^BC, so wird ABCD 
in vier Rechtecke zerlegt; wir 
behaupten, dafs die von der 
jijg. le, Diagonale nicht durchschnit- 

tenen BFJE und DGJH 
flächengleich sind. Es ist nämlich A ABC= CDA, A AEJ 
= JHÄ, A CFJ=JGC, und man erhält die fraglichen 
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Rechtecke, indem man von A ÄSC nad ACDA je eines 
der beiden andern Paare abzieht. 

Nehmen wir aber umgekehrt an, dafs DGJS und 
BEJF flächengleich sind und sich in der Lage befinden, 
dafs JF die Verlängerung von 
HJ, JE die Verlängerung von 
GJ'i&i, und verlängern wir DG 
und BF, DR und BM, bis aie 
sich in C und Ä schneiden, so 
können wir behaupten, dafs J 
in ÄC liegt. Nach Fig. 17 ^^U-" 
müfste nämlich sonst Rechteck 
BFLK, welches gröfser als 
JFBE ist, flächengleieh mit DMLH s 
als DGJH ist. 

Da nun jedes Dreieck in ein gleichgrofses Rechteck, 
nach der letzten Betrachtung aber zwei flächengleiche Recht- 
ecke ineinander verwandelt werden können, und zwar ledig- 
lieh auf additivem oder subtraktivem Wege, so ist bewiesen, 
dafs zwei flächengleiche Dreiecke auf demselben Wege in 
einander übergeführt werden können; denn man braucht nur 
das eine Dreieck in ein Rechteck, dieses in ein anderes, 
welches durch die gleiche Operation aus dem zweiten Drei- 
eck hervorgehen würde, und schliefslich das zweite Rechteck 
in das zweite Dreieck überzuführen. 

6. Sind zwei flächengleiche geradlinige Figuren (Folygone) 
vorgelegt, so können dieselben zunächst in eine endliche Zahl 
von Dreiecken zerlegt, letztere aber einzeln in Rechtecke 
übergeführt werden. Es ist aber auch leicht, beliebig viele 
Rechtecke in ein ein/;ige-> zu vereinigen Man braucht sie 
zu diesem Zwecke nur m Rechtecke mit emei gleichen '^eite 
zu verwandeln, worauf dis Ä no m an dei setzen unmittelbti 
möglich ist. Diese Umwandlung lot aber nach 5 ausfuhr 
bar; denn wenn DGJH und die zur neuen ^eite bestimmte 
Strecke vorgelegt sind so braucht man letztere nur zu JF 
zu nehmen und die iiftUi zu ergänzen wodurch man m 
JFBE gelangt. So lifst si^h jedes der beiden Polj_,on(. 
in ein flächengleiches Rechteck verwandeln und die Recht- 
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euke lassen sieh schliefslich ineioancler überführen. Durch 
teilweise Umkehrung der Operationen ist daher (Ins eine 
Folygün in das andere überführbar. Der am Eingang be- 
hauptete allgemeine Satz ist also erwiesen. 

7. Ein geschlossener Linienzug umgrenzt nur dann 
einen Flächenraum im gewöhnlichen Sinne, wenn er sieh 
nirgends selbst durchschneidet; doch verlangt die Analogie, 
dafs auch solchen Figuren, deren Umfang sieh ein- oder 
mehrmals durchschneidet, ein bestimmter Flächeninhalt zu- 
geschrieben wird. Die folgende Betrachtung liefert hierzu 
die Grundlage. 

Bei jedem geschlossenen Linienzuge kann man zwei 
Seiten unterscheiden (man kann etwa die eine durch Schat- 
tierung n. dgl, markieren), die man bei Figureu mit sich 
nicht schneidender Umgrenzung als äufsere und innere, bei 
allen aber nach willkürlicher Festsetzung als rechte und linlce 
beaeichnen kann*). Ist 
^^.„„:„r:!:^ lUH zunächst eine Figur 

5^**.='*"'*^'^*'^ \ ABCDE.. der ersten Art 

I """---, \\ vorgelegt (Fig. 18), ver- 

I ""--.^ FOv bindet man einen in der- 

I " ""/-.^'"■"X selben Ebene beliebig ge- 

,1 I r."*^0 wählten Punkt mit den 

^\v I /" Punkten Ä, B, C, D,E,.. 

^""^^ I ,'' durch Gerade und nimmt 

^5«^/ ,'' den Inhalt der Dreiecke 

^^' GAE u. s. w. als positiv, 

^^ wenn die innere Seite von 

AE u. s. w. bei ihnen nach 
innen liegt, als negativ, wenn das Umgekehrte der Fall ist, 
so ist die algebraische Summe der Dreiecke OAE u. s. w. 
unter allen Umständen — mag innerhalb oder aufserhalh 
des Polygons liegen — mit dem Inhalte des Polygons fläehen- 
gleich. Bei umgekehrter Festsetzung des Vorzeichens der 
Dreiecke erhält man als Summe das Negative des Polygon- 
inhalts. In der Folge wollen wir bei dem Endresultat nur 



*) Vgl. g 17, 6, wo die ßezeiclinuug andura gewählt ist. 
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den absoluten Wert in Betracht ziehen, also nur bei der 
Zusammenfügung auf da'' Zen,hen achten 

Wir sprechen nun für hdiebujp geschlossene Liiiienzuge 
den Satz aus: Zieht man von ewet Funkten und P aus 
Gerade nach den Eckpunkten eitles ge^üihsbenea Lmien^uycs 
ÄBCDE . . . (Fig. 19) und sim 
miert einerseits die Dreiecke OAB, 
ose u. s. w,, anäeretseits die 
Drdeclce PÄB, PEG u s w, 
wobei diejenigen Breiecke ah po j) 
sUiv, resp. negativ gerechnet wenden, 
bei denen die linke, resp t echte 
Seite des Linienzvges nach innen 
gehikrt ist, so sind beide Summen 
flächengleiek. Ea ist nämlich, wenn 
wir die Flächen gleichheit durch 
^ bezeichnen und die Dreiecke, 
welche OP zur Seite haben, als 
positiv oder negativ betrachten, je 
einen oder anderen Seite von OP liegen (in der Figur sei OP^ 
positiv, während OAB positiv, PÄB negativ ist u. s. w.), 




nachdei 



sie auf der 



OAB + OPB^PÄB + OPA, 
OBC + OPC = PBO + OPB 



woraus durch Summierung folgt 

OAB-\- OBC + . . . = PAB + PBC -\- . . . 

Wir können daher als Flächeninhalt eines Linienzuges die 
algebraische Summe der Breiecke bemchnen, welche seine Seiten 
mit den von einem bclidiigen Punkte derselben Ebene nach ihren 
Endpunkten gezogenen Geraden einschliefsen , woM die oben 
gegebene Zeichenregel sm beachten ist. 

Man erkennt nach dieser Definition leicht, dafs z. B. 
der Flächeninhalt eines Vierecks mit sieh schneidendem Um- 
fange der Differenz der beiden Dreiecke gleich ist, welche 
von dem Umfange gebildet werden. 

Eingehenderes über diesen Gegenstand siehe bei Möbius, 
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t/öe»- die Bestimmung des Inhalts eines Polyeders. Ges. Werke, 
B. II, p. 473*). 

§ 25. 
Fläobenmeasiuig. 

1. Die Fundamentalfragej die wir nunmehr zu beant- 
worten haben, ist die: in weMier Weise hängt der Flächm- 
inhalt einer Figur van den sie bestimmenden Strecicen a&? Die 
Abhängigkeit von Winkelgröfsen bleibt an dieser Stelle noch 
ausgeschlossen. Wir wollen jetzt das Quadrat, dessen Seite 
der Längeneinheit gleich ist, als Fläehenmafseinheit benutzen, 
obwohl die folgenden Resultate leicht auch ohne dies zu er- 
mitteln wären. Es wird in der Folge als selbstverständlich 
vorausgesetzt, dafs alle in der Rechnung auftretenden Längen 
nach derselben Einheit gemessen sind; die Flächeninhalte 
finden wir dann in der entsprechenden Flächeneinheit. 

2. Der Flächeninhalt F eines Rechtecks, dessen an- 
stofsende Seiten die Längen a und h besitzen, ist F = ah. 
Denn ist die Längeneinheit genau in den beiden Seiten ent- 
halten, so braucht man die letzteren nur nach ihr zu teilen 
und durch die Teilpunkte Parallele zu den Seiten des Recht- 
ecks zu legen; dann ist das Rechteck in a .b Quadrate, 
welche die Flächeneinheit darstellen, zerlegt. Trifft diese 
Voraussetzung nicht zu, ao denke man sich die Längenein- 
heit in w gleiche Teile geteilt und betrachte einen solchen 
Teil als neue Längeneinheit; die alte Flächeneinheit ist dann 
nach dem eben Bewiesenen das w^fache der neuen. Geht 
nun die neue Längeneinheit in den Seiten des Rechtecks 
genau auf, so dafs an = ai, 6« = &, ganzaahlig sind, so 
ist nach der alten Einheit F = %' = ab. Geht für kein 
ganzzahliges n die neue Einheit in beiden Seiten auf, so sei 
(», und a.^ sind ganzzahJig) 

a^ ^an <. a^ -\- 1, 

&i ^ ft« < 6i + 1; 

*) Der erste, welcher diesou üegenataiid liebandelte, iBt A, L. J<\ 
Meister (Generalia de geaeei figurarum planarnm et inde pendeutibus 
«i*rum affectionibus, noTi comment. boc, reg. scient. Gotting., T. I ad 
anuoB 1769 & 1770). 
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alsdann ist 

Vi ^ 2,. ^ i^^+i). t^j^a 

oder 

oder, da - < a, —'- ^ h ist, 

Wächst nun m iua Unendliche, so nimmt — ^^^^— -j — ^ 
gegen die Null hin ab, wodurch sich F der Grenze \' 
und damit auch ab beliebig nähert. 
Für das Quadrat ist F = a^. 

3. Bezeichnet man im Dreieck ABC das von A auf 
SC gefiiilte Perpendikel (HÖhmperpendiJcd) AI) mit /*, so ist 
der Inhalt F des Dreiecks 

F = —- 

2 

Dies geht aus der Vermessung des Rechtecks und der 
Konstruktion von § 24, 4 hervor. — a heifat die zur Hohe 
h gehörige Basis oder Crnmälinie. 

4. Die Flächeninhalte zweier Rechtecke verhalten sich 
hiernach wie die Produkte zweier anstofsendeu Seiten, die- 
jenigen zweier Dreiecke wie die Produkte entsprechender 
Grundlinien und Höhen. Stimmen zwei Rechtecke, resp. 
Dreiecke in einer Seite Überein, so verhalten sich ihre In- 
halte wie die zugehörigen Hohen u. s. w. 

5. Die Inhalte F und J^j zweier ähnlichen Dreiecke 
ABC und A^B^Ci verhalten sich wie die Quadrate*) ent- 
sprechender Seiten. Denn es ist F ^ —^, F^ ^ — - --, h : h^ 

^ 6: 6j ^ ß : %, also F : F^ = ah : a^h^ = a^ : a^. 

Da sich zwei ähnliche Polygone in entsprechende ähn- 
liehe Dreiecke zerlegen lassen, vcrhaifeu sich auch die InfmJte 
zweier ahnliehm Polygone wie die Quadrate entsprecliender Seiten. 

*) Das Wort Quadrat kann arithmetiacli oder geometriacli vei- 
standen werden. 
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ß. Wir machen iui Dreieck ABO ÄDA.GB und setzen 
AD = h, OD = u; ferner rechnen wir a, b, c und h als 
positiv, diigegen u als positiv oder negativ, je nachdem es 
sich von C aus in der Richtung nach S oder in der um- 
gekehrten erstreckt. Dann ist nach dem Pythagoreischen 
Lehrsatz : 

= b^ — u^ und Ä^ = c^ — (a — m)^, 



also 








oder 








folglich 
*' — S" 


-{^ 




{a^ 4- 6'^ - <^y 


Demnach wird der Flächeninhalt 




■^ "" "ä ~ 


iV4, 


»'»' - («" + !>•- o'f 




=-iV(^< 


i6 + , 


i' + V — e'} (2o6 - a' 


-h' + »•) 



■ \ Vlifl + if - »T r»' - (<• - 6)'i 

oder, wenn s ^ « + & + c gesetzt wird, 

^=1/y(^ -)(!-') (!-«)• 

Dies ist die bekannte von Heron von Alexandria ge- 
fundene Dreiecksformeh 

7. Ist irgend ein geradliniges Gebilde vorgelegt, so kann 
man den Flächeninhalt eines darin enthaltenen in sich ab- 
geschlossenen Linienzugea additiv und subtraktiv zusammen- 
setzen aus den in der Figur auftretenden Dreiecken, wie 
leicht an beliebigen Beispielen zu erkennen ist. Wird nun 
das Gebilde durch einen Teil seiner Strecken bestimmt, so 
kann man Kunäehat die übrigen Strecken nach §§ 20 — 23 
algebraisch berechnen und dann den Inhalt der Dreiecke, 
somit auch des Linienzuges ebenfalls alffdiraisek ausdrücken. 
Wir erhalten das wichtige Gesamtresultat: 

Der Flächeninhalt eines gesdüossenen lAnienmges, der in 
emcm geradlinigen Gdnlde eitihaltm ist, ist eine algebraische 
Funktion der besUmmendm Strecken. 
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8. Alle Formeln für den Fliicheuinhalt sind in Gröfsen, 
die Strecken darsteilen, von der zweiten Dimension, d. h. sie 
nehmen den Faktor h^ an, wenn man sämtliche darin ent- 
haltenen Streckenwerte mit ]c multipliziert, wie ans No. 5 folgt. 

9. Die Lehre vom Fläclieninhalt bietet mit derjenigen 
von der Ähnlichkeit zahlreiche Berührungspunkte dar. So kann 
man den Fundamentalsatz der Ähnlichkeitslehre (§ 19, 2) auch 
mit Hilfe der Fiächenvergleichung beweisen, wie dies Euldid 
tbut. Die Beweise des Pythagoreischen Lehrsatzes gründen 
sich teils auf die Ahn lieh keits lehre, teils auf die Lehre von 

■ der Fiächenvergleichung u. s. w. Diese Verwandtschaft be- 
ruht darin, dafs die in der Ähulichkeits lehre auftretenden 
Gleichungen Proportionen von Geraden sind, die sich durch 
Aus multiplizieren als Gleichungen zwischen Produkten von 
je zwei Strecken darstellen, während sich der Flächeninhalt 
ebenfalls vielfach durch soJche Produkte ausdrückt. Bei den 
allgemeineren metrischen Delationen, wo die Produkte von 
drei Verhältnissen auftreten, hört der Zusammenhang auf. 

§ 2G. 
Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln des Dreiecks 
(ebene Trigonometrie). 
1. Die metrischen Relationen beim Vierseit, die uns die 
Beziehungen von Strecken unterem andei sowie zwischen 
Strecken und Flächeninhalten liefeiten, geben uns auch die 
nötigen Hilfsmittel au die Hand, um das noch oflen gelassene 
Problem zu lösen: die Relationen sunsclten dm Strecken und 
Winkeln geradliMtger Figuren, zunach'*t des Thtiecks aufztisucJien 
In einem Dreieck treten, wenn man das Parallelenaxiom 
annimmt, nur fünf nicht direkt aufeinander zurückfuhr bare 
Stücke auf: drei Seiten und zwei Winkel; durch drei der- 
selben ist das Dreieck ein- oder zweideutig bestimmt. Es 
handelt sieh also darum, zwischen den fünf Stücken des 
Dreiecks zwei Relationen aufzustellen. Über den Charakter 
dieser Gleichungen können wir uns sofort Rechenschaft geben. 
Wir sahen, dafs Winkel, die um ATiR verschieden sind, sich 
in Bezug auf Linienverhältnisse vollkommen äquivalent ver- 
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Flasimetrie. 



lialten. Es werden daher in den Gleichungen Funktionen 
der Winkel auftreten, die durch eine Vermehrung des Argu- 
ments um ihR ungeändert gelassen werden, d. h. additiv 
periodiscJie Funktionen. Da diese Funktionen för unendlich 
viele Werte des Argumentes den gleichen Wert annehmen, 
so können sie nicht algebraisch sein. Die Relationen zwischen 
Seiten und Winkeln des Dreiecks sind transcendent 

2. Es handelt sieh nun darum, gewisse periodische 
Funktionen der Winkel zu definieren, die wir statt der 
letzteren immer iu Rechnung bringen wollen; wir schlagen 
den Weg ein, der erfahrungsmäfaig zu den bequemsten Funk- 
tionen dieser Art führt. Wir nehmen eine Gerade AB, die 
wir, Ä nach links ge- 
kehrt, wagrecht legen 
wollen(Fig.20), ah festen 
Schenkel eines veränder- 
lichen Winkels a an; der 
positive Drehungssinn 
möge der Bewegung des 
Uhrzeigers entgegenge- 
setzt sein. Machen wir 
den zweiten Sehenkel Äü 
des Winkels gleich der 
Längeneinheit und fallen 
von C ein Perpendikel 
(JD auf AB, so repräsen- 
tiert DC einen nur von 
FiM. so. dem Winkel « = DAC 

abhängigen Zahlen wert, 
wie aus einfachen Ahnlicbkeitsbetrachtungen hervorgeht; DC 
möge als positiv angesehen werden, wenn es bei der fixierten 
Lage von AB oberhalb dieser Geraden, als negativ, wenn 
es unterhalb derselben liegt. Wir nennen dann den Zahlen- 
wert von DC den Sinus*) von a und schreiben dafür ain a. 

*) Über die mutmalsliche Entstehung dieser Beseiobnung e. Catitor, 
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, p. 632, Geachichtiiche 
Angaben über Trigonometrie u. b. w, findet man auch in den öfters 
aogeführten Werkun von Baltxr und Kruse. 
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3. Es ist sin 0" = 0, sin 90» = 1 ; bei spitzen Winkeln 
nimmt der Sinus mit wachsendem Winkel immer zu. Ver- 
längert man nämlich in Fig. 20 CD über Ü hinaus um es 
selbst bis F und zieht AF, so ist CAF ein Dreieck mit 
den festen Seiten AC = AF und dem veränderlichen Winkel 
2«; die dritte Seite CF (also auch DC) ist desto gröfser, 
je gröfser 2« ist (§ 13, 3). Für spitze Winkel hat der Sinus 
also einen positiven Wert, der von bis 1 wächst. Über- 
schreitet der Winkel 90°, so bleibt der Sinus positiv, nimmt 
aber derart ab, dafs sin a =^ sin (2JJ — a) ist. Für 180" 
wird der Sinus wieder 0, um für wachsende Winkel ins 
Negative überzugehen, für 270" der negativen Einheit gleich 
zu werden und dann wieder zu aufzusteigen. Dabei ist 
sin ß = — sin {a — 2Ü). Für negative Winkel ist der Sinus 
durch die Relation bestimmt: sin ( — cc) ^ — sin a. 

Der Sinus schwankt also zwischen den Werten — 1 
und -|- 1; es gelten für ihn allgemein die Gleichungen 
sin(« + 4R) = sinß, 
sin (2iä — ß) = sin a, 
sin ( — fl) ^ — sin a. 
Zu einem gegebenen Werte dea Sinus gehören daher 
doppelt unendlich viele Winkel, die durch die Ausdrücke 
a + AhR, 

2-B — « + UE = {Ala + 2)iJ — « 
dargestellt sind. Während also der Sinus durch den Winkel 
eindeutig bestimmt ist, wird der Winkel durch den Sinus, 
auch wenn man Winkel über 4Ji ausschliefst, nur sweideutig 
bestimmt. Dieser Umstand läfst es wünschenswert erschei- 
nen, noch eine zweite Funktion des Winkels in die Rechnung 
zu bringen, 

4. Wir nennen den Sinus des Komplementwinkels von a 
den Kosinus (= complementi sinus) von a und schreiben 
dafür cos a; es ist also 

cos ß = sin (JR — a). 
Man überzeugt sich femer leicht davon, dafs für heliebige a 
in Fig. 20 die Strecke AD den Kosinus von a darstellt, 
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wenn diese Gröfse positiv oder negativ gerechnet win!, .je 
nachdem D rechts oder links von Ä liegt. 

Der Kosinus beginnt bei 0" mit 1, nimmt dann ab, um 
für 90" Null zu werden, dann ins Negative überzugehen und 
fßr 180" den Wert — 1 anzunehmen; dann nimmt er wieder 
zu, wird bei 270" Null und geht nun von neuem ms, Posi- 
tive über. 

Es gelten allgemein die Gleichungeu 
cos (k + AlzR) = cos a, 
cos f2R~<i) = - cos«, 
cos ( — tt) = cos «. 

Ferner liefert der Pythagoreische Lehrsatz die (ileicbuug*) 
cos^ « -f- sin^ K = 1, 
also 

cos c: = 4; "/l — sin^ a , sin « = + y\ — cos^ a. 

Ist also der Sinus oder Kosinus eines Winkels, nicht 
aber der Winkel selbst bekannt, so wird hierdureli die andere 
Funktion nur sweidciitio bestimmt. 

üie beiden Funktionen Sinus und Kosinus sind iheoretififJi 
vollkommen ausreichend, um alle hierher gehörigen Aufgaben 
zu lösen. Dem Charakter unserer Untersuchung enfsprechend 
führen wir daher keine weiteren Winkelfunktionen ein, was 
freilich für die Einfachheit der Rechnung vorteilhafter wäre. 

Man nennt sämtliche eindeutigen, periodischen Funktionen 
der Winkel trigonomdrische Funktionen und bezeichnet die 
Lehre von den Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln 
eines Dreiecks als (ebene) Trigonometrie. 

5. Nunmehr bietet die „Auflösung" der rechtwinkligen 
Dreiecke, d. h. die HerleituDg der Relationen zwischen Seiten 
und Winkeln, keuie Schwierigkeit. Man findet, wenn y = lli ist: 
a ^ c sin a = c cos (?, 
h = c cos K = c sin ^, 
während nach dem Pythagoreischen Lehrsatze & ^ i^ ■\- V^ 
ist. Diese Gleichungen bieten die Möglichkeit, aus zwei 

*) Die Schreibweise sin^ « und cos" n für (sin n)" uufl (cob af 
kann, obgleich Gkmss dagegen Einsprache erhob, jetzt ala fast allge- 
mein üblich betrachtet werden. 



Hosted by 



Google 



§ 2e. Bezielningen zwisciieii Seiten u. Winkeln des Dreiecks. 95 

gegebenen Stücken die Übrigen zu berechnen (sind a und b 
gegeben, so berechne man, wenn man keine weitere Winkel- 
funktion einführen will, zuerst c u. a. w.). 

6. Beim beliebigen Dreieck machen wir ADS- GB und 
haben, wenn ß und j- spitze Winkel sind und AD =^h ge- 
setzt wird, 

h = b sin y und A = c sin ß, 

h sin y = c sin ß oder —. — r- = — — : 

' ' sin ^ sm y ' 

wenn y ein stumpfer Winkel ist, 

/* = & sin (2i? — y) = i sin y, h ^ c sin ß, 
alao dieselbe Relation, Fällen wir auf AG gleichfalls ein 
Perpendikel von B aus, so erhalten wir eine weitere Gleichung, 
die mit der ersten zusammengestellt 



l oder den Sinussatz liefert. 
Sind eine Seite a und zwei Winkel gegeben, so berechnet 
man zuerst den dritten Winkel aus a-{- ß-^y = 2E; dann ist 

Sind zwei Seiten a und h und einer der nicht einge- 
schlossenen Winkel, «, gegeben, so ist sin ß = Hier- 
durch ist -^ ß nur zweideutig bestimmt, da zu demselben 
positiven Sinus ein spitzer und ein stumpfer Winkel gehört. 
Liegt ß der kleineren Seite (b < a) gegenüber, so ist der 
spitze Winkel zu nehmen, während im anderen Falle das 
Problem nach Früherem wirkhch zweideutig ist, aufser für 
sin ^ ^ 1. Finden wir sin ß> \, so ist die Aufgabe unmög- 
lich. Haben wir ß bestimmt, so berechnen wir y = 2 JJ — « — ß 
und haben endlich c = 

7. Sind zwei Seiten und der emgeschlossene Winkel 
oder drei Seiten gegeben, so fuhrt die iMnusregel nicht direkt 
zum Ziele. Die Schwierigkeit besteht dann, dafs wir noch 
nicht gezeigt haben, wie sm y sich durch sin a und sin ß 
ausdrückt: anderenfalls waren auch diese Falle mit Hilfe der 
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Simisregel zu erledigen, da diese zwei Gleichungen liefert 
und in der Thiit zwischen den seeha Stücken eines Dreiecks 
aufaer a -\~ ß -\- y ^ 2-R noch zwei Gleichungen hestehen. 
Wir leiten eine weitere Formel, den Kostmtssats, direkt her. 
Machen wir AD JlCB, und setzen AD = }i., CD =^ x, so 
ist bei jeder Lage von D, wenn nur das Zeichen von x be- 
achtet wird*), 

c^ ^ h^ + (a — xy, h^ = h^ — x^, 
also 

c^ = a? -\-h^ —- 2ax 

und, wenn x = h cos y eingesetzt wird, 

c^ = a* + 6* — 2ab cos y; 
für a und b finden wir zwei analoge Gleichungen. 

Nach dieser Formel läfst sich c aus a, Ji und y bereehneu; 
die fehlenden Winkel a und ß lassen sieb nach der Sinus- 
regel finden und zwar eindeutig, wenn man nur beachtet, 
dafs (i -\- ß -\- y = 2B ist und, falls diese Gleiehung zur 
Annahme eines stumpfen Winkels nötigt, dieser der grÖfsten 
Seite gegenüber liegen mufs; andererseits führt auch das fol- 
gende Verfahren zum Ziele. Wenn die drei Seiten bekannt 
sind, so hat man nach dem Kosinusaatze 



wodurch die Winkel eindeutig bestiramt sind, da zu einem 
positiven oder negativen Kosinus jeweilig ein spitzer oder 
stumpfer Winkel gehört. Man vergleiche übrigens über den 
für cos Y gefundenen Wert § 22, 3. 

8. Die zur Vereinfachung der Rechnung dienenden trigono- 
metrischen Formeln gehören nicht hierher. Was die Berech- 
nung dea Flächeninhalts des Dreiecks aus drei bestimmenden 
Stücken anlangt, so haben wir leicht 



1 C nach B ist als die positive anzusehen. 
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unter allen Umständen ist klar, dafs sich der Flächeoinhalt 
algebraisch durch die Seiten und die trigonometrischen Funk- 
tionen der Winkel ausdrückt. 

9. Die Möglichkeit, die Funktionen Sinus und Kosinus 
selbst analytisch darzustellen, wird durch das AääiUonstheormi 
gegeben, dessen Herleitung lediglich auf 
den metrischen Relationen beruht. Am 
einfachsten gelangen wir vielleicht fol- 
gendermafsen zum Ziele. 

Sind « und ß zwei spitze Winkel, so 
machen wir (Fig.21) (70= l,-^^CD=a, 
^ DCA = (3, ^ ODB = ABC = IE 
nnd setzen BC=a, AG==h, AB = c. 
Dann ist nach der Sinusregel 

andererseits haben wir 



oder 



sin {k -\- ß) = cos a cos /3 (- 




(1 (fc 4- (3) = sin a cos (i + cos a sin ß. 
Diese Formel gilt auch für negative ß (es ist dann nur 
ß in der umgekehrten Richtung an a anzutragen); wir haben 

sin (a — ß)^ sin a cos ( — ß) + cos a sin (— ß) 
oder 

sin (« — ß') = sin a cos ß — cos « sin ß. 
Die gefundenen Formeln gelten nicht allein für spitze, 
sondern für beliebige Winkel, Ist zunächst cc ein stumpfer 
Winkel, so setzen wir a = 2if — a, und haben 

sin (ß + j3) = sin (2B — (a, ~ ß)) = sin («, — ß) 
= sin «, cos ß — cos Kj sin |3 ^ sin ß cos ß -\- cos a sin ß\ 
ist ß stumpf, so kann die analoge Transformation vorge- 
nommen werden. Auf die entsprechenden negativen Winkel 
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Überträgt sich die Formel ganz von selbst, so dafs sie für 
— 2Il^a£2B, —2It^ß^2Egi\i. Nimmt man hinzu, 
dafs alle Übrigen Winkel auf diese durch Zufügung von ikli 
zurückgeführt werden können und dafs Winkel, die nur um 
diese Gröfse verschieden sind, als äquivalent betrachtet 
werden müssen, so ist das Theorem für beliebige Winkel 
bewiesen. 

Weiter folgt 
cos {a+ ß) = sin ((ß — a) — ß) = sin (It — a) cos ß 
— cos {E — a.) sin ß 
oder 

cos (ß + j3) = cos a cosß — sin a sin ß 
nnd eos (« — /S) = cos « cos /5 + sin a sin ß. 

Durch Addition und Subtraktion der ersten und zweiten, 
dritten und vierten Gleichung folgt 



sin (a-\- ß)-\- sin 


a-ß)= 2 sin« cos ^, 


sin (a-i-ß)^ sin 


a — ß) = 2 cos « sin j3 , 


cos {« + ,3) + cos 


«-^)= 2 cos «cos ^, 


cos {k -\- ß) — cos 


R — ,5) = — 2 sin « sin /i 


oder, wenn für k -J- /3 un 


a ^ ß nunmehr a und ß gesetzt 


wird, 




sin c; + sin |3 = 


2. in 4^ CO. V. 


sin a - sin ß = 


2c„a^±l sm''-^J 


cos« + cosj3 = 


2co.'-±tco,"-=i, 


cos« - cos ^ = 




10. Da die Umkehrungen von sin k und cos k, abge- 


sehen von der Periodizitä 


t, noch zweideutig sind, so liegt 



es nahe, eine Funktion dieser beiden Gröfsen zu bilden, 
deren Umkehrung nur einfach unendlich vieldeutig ist. Hierzu 
empfiehlt sich die komplexe Funktion 

/■(fc) = cosß:4-*"sinö;. 
Es ist /■(« + 4^ü) = f{a), während für kein anderes reelles 
«i f(a[) =f{f) ist, wie man durch Verfolgung des Verlaufs 
von sin « und cos a erkennt. 
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Es ist 

/■{«) fiß) = (cos a + isin a) (cos ß -\- i sin ß) 
= coa ß cos ^ — sin k sin /3 + i (sin k cos /5 + cos o sin ^) 
_ cos (« + ^) + j sin (« + ,5) = /-(« + ß). 
Hieraus folgt 

(cos ß + * sin a)" =^ cos ma -|- * sin na oder 

/(»)■ = /■(««). 

Durch Entwicklung der linken Seite (cos « -[- ?' sin «)" 
nacli dem binomischen Satze und Trennung von Reellem und 
Imaginärem finden wir 

+ 1.2.3.4 -C0S''-'ß9m*ß — ..., 

sinna=r-cos''-^«sinR~ f" "a a ^^coa"~^asin^a-| , 

Formeln, die noch weiteren Umformungen zugänglich sind. 
Speziell ist 

sin 2ß = 2 sin a cos cc und 
cos 2« == cos'-^ a —- siu^ a == 2 cos^ «—1 = 1. — 2 sin*' « ; 
aus den letzten Formeln folgt 

cos« = ¥ 2 ' " °'^^'' '^^^ T ^ 1/- if°^" i-'i'd 

•in f -/-"—. 

11. Die Anschauung lehrt, dafs für verschwindend kleine 
a auch sin « verschwindend klein wird, wenn auch (vgl. 
§ 14, 3) kein strenger Beweis dafür erbracht werden kann. 

Bezeiehet a einen sehr kleinen Winkel derart, dafs auch 
ntc, worin n eine beliebige ganze Zahl bedeutet, noch unter 
jeder Grenze klein gedacht werden kann, so ist 

■■■ . ■ " ■ = n cosw""^« — " i 2^ eos"-''Ksin^a-| 

oder, da die Potenzen von sin a als verschwindend klein gegen 
das erste Glied vernachlässigt werden können und cos a der 
1 sich unendlich nähert. 
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Da hiernach . ^ = -- ist, so folgt weiter 



Die Gröfse — kann aber bei genügend grofsen n und m 
jedem beliebigen reellen Werte beliebig nahe gebracht wer- 
den; setzen wir nun — ^ «i, so folgt 

worin a^ eine beliebige, verschwindend kleine Grofse ist. 

Die Gröfse nähert sich daher fiir verschwindende a einer 

festen Grenze, deren Wert lediglich von dem Mafse abhängt, 
nach dem die Winkel gemessen werden. — Nehmen wir an, 
dafs die Winkel nach Gestrecktefn gemessen werden, so wollen 



m.-=" 



setzen, so dafs, wenn wir ip = ax nehmen und dem Aus- 
drucke sin (p jetzt die Bedeutung von sin a geben, 

f 
wild Wn nehmen von jetst ab an, daß du AigumtnU d ) 
tt ^ononteirisi^m Funktionen, falls s(£ nnf q>, ^ n i u ic 
zeichne werden, detart gemessen smd, dafs 2 R gleich w gerech 
net wird, uo % eine testdefinmte, alsbald m betechnende Kon 
btanfe bedeutet 

12 Dt es gleichgdtig üt, welchen sehr kleinen Wert 
man m -^^ = jr füi « wählt, so ist es leicht, n mit be 
liebiger Niheiung zu berechnen Geht man von a ^ 2i lu«, 
so hat min sm a = 1 cos a = und kann nun der Keihe 
nach sin — und cos — , dann bin — und "- "^ -771 "(.hlielshcb 
ain — und cos — berechnen. Man findet 
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sin jj — 1 1/2 - 1^2 + 1/2 + >¥ , 

"^ 5 - i Kä + l^äTW+Tä 

u. a. w. 
Beachtet man, dafa wegen sin 2 « = 2 aiii « cos « : -—. — < 1 , 
also — — > — — ist, so erkemit man, dais — einen eu 
grofsen Wert liefert. Um eine Kontrolle für die Reclinimg 

zu haben, betrachten wir , welches sieh derselben 

Grenze für verschwindende « nähert, aber beständig einen 
SU Meinen Wert liefert, da 

cos 2 « ^ cos^ a — sin* k < cos^ tt , also 



ist. Berechnen wir daher gleichzeitig — — uud - , so 

liegt 31 zwischen beiden, wodurch eine Kontrolle für die 
Genauigkeit der Rechnung geliefert ist. Man findet 

31 = 3,1415926535 . . ., 
eine irrationale Zahl, die sich nicht als Lösung einer alge- 
braischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten dar- 
stellen läfst*). 

13. Durch Entwickelung nach dem binomischen Satze 
finden wir 



*) Den Beweis für das Letztere erbrachte Lind&nann, Math. An 
naleti, SX, p. 213. 
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cos (p ~j- i am <p = cos — |- * sin — 

-[' + ('™f-^»M)]" 

, , n/. . w .. . o fp \ I n(n — 1)/. ■ Iß >-i ■ o tp \^ . 
=14--r(*sm- — 2sm^^l4--V-„-^|*sm-— 2sin^^ 1 -\ 

Lassen wir « ins Unendliclie wachsen, so wird 

n sin - = 9) , 

während (ra — /c) durch )( ersetzt werden darf und w sin^ ,;; 

= — - sin — = wird; wir erhalten 

und durch Trennung von Reellem und Imaginärem 
"»» fP = 1 - S + T&J - TXÄX? + ■ ■ • ' 

S1Q9 = -j-— j^3 + 1 2.3.4.5 - T:2:3:r5:6".-7 + ■ ■ ■ ' 

wobei die GrÖfse «p ao zu berechnen ist, dafs cc = 2 li 
y = 3E entspricht. Die beiden Reihen konvergieren für be- 
liebige endliche 93. 

Mit der analytischen Umkehrung der trigonometrischen 
Funktionen und den daraus entspringenden unendlichen Reihen 
für a wollen wir uns an dieser Stelle nicht befassen. Die 
gefundeneu Gleichungen liefern zur Genüge die Beziehungen 
zwischen Winkeln und linearen Gröfsen. Auch die Einfüh- 
rung von e'*" für cos <p -{- i sin p braucht nicht weiter be- 
handelt zu werden, da die trigonometrischen Rechnungen 
durch sie nicht besonders vereinfacht werden. 

14, Die Definition des Sinus und Kosinus geschah mit 
Hilfe von rechtwinkligen Dreiecken, deren absolute Dimen- 
sionen irrelevant sind, demnach auch als unendlich klein be- 
trachtet werden dürfen. Nach § 15, 5 gelten diese Defini- 
tionen auch in der nicht-Euklidischen Geometrie, wenn man 
nur die definierenden Dreiecke unendlich klein nimmt; die 
Gleichungen für sin (« + ß) u, s. w., sowie die Reihenent- 
wicklungen für sin (p und cos ip behalten hier ebenfalls ihre 
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triltigkeit. Die trigonometrisclien Dreieckaformeln dagegen 
bletbeti nur für unendlich kleine Dreiecke, nicht aber für 
Dreiecke von endlichen Dimensionen richtig, 

§ 27. 
Allgemeineres über Strecken- und Winkelrelationen. 

1. Aus den Formeln des vorigen Paragraphen für sin na 
und eoa na folgt, dafs die Funktionen von Winkeln, die 
ein nitionaler Bruchteil eines Winkels sind, sich algebraisch 
durch die Funktionen des letzteren ausdrücken. Da nun für 
a = S Sinus und Kosinus rationale, bekaunte Gröfseu sind, 
so folgt, äafs cUe Sintis und Kosinus aller Winkel, die ra- 
tionale BruditeiU eines Beckten] darstellen, die Lösungen von 
al^ehraischen Gleichungen mit gammhUgen Koeffisientm sind. 

2. Ist irgend eine geradlinige Figur durch gewisse 
Strecken und Winkel ein- oder mehrdeutig bestimmt, so hat 
es keine Schwierigkeit, die zur Berechnung der noch unbe- 
kannten Strecken und Winkel notigen Gleichungen aufzu- 

i auch ohne speziellere Durch- 
die metrischen Relationen für Strecken 
vischen den Seiten und Winkeln der 
Dreiecke, die immer auftreten, zu benutzen. Das Endresultat 
lautet; 

Die Beziehungen swisdten Strecken und Winkeln gera^ 
liiiiger Figuren stellen sich als algebraische Gleidmngm gwischen 
den Seiten selbst und den tr^onomeirischen FurMionen der 
Winkel dar. Treten insbesondere neben Streclcen nur Winke 
als Bestimmungsstücke auf, die rationale Bruchteile eines Bech- 
ten sind, so ergeben sich ^w-tsck&t den Strecken lediglich algc- 
braiselte Belationen. 

Z. Während in einem allgemeinen w-seit die vorkom- 
menden Winkel durch (n — 1) von ihen linear bestimmt waren, 
stellt sich bei einem n-Eck die Sache anders; es treten hier 
auch transcendente Winkelrelationen auf. Es möge die Durch- 
führung für das Viereck genügen, da die allgemeine Unter- 
suchung hierauf zurückgeführt werden kann. Im Viereck 
treten in jedem der vier Eckpunkte zwei nicht direkt ab- 



stellen; man braucht, 
führung übersieht, nur d: 
und die Beziehungen 
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Planimetrie. 



hängige WinkelgrÖfseu auf, im ganzen also acht. Die übri- 
gen in der Figur (au den weiteren Schnittpunkten der Seiten) 
auftretenden Winkel sind aus diesen linear herleitbar. Da 
in jedem der vier Dreiecke, welche je drei der vier Funda- 
mentalpunkte zu Eckpunkten haben, die Winkelsnmme 2i? 
betragen mufs, so sind hierdurch vier lineare Relationen 
gegeben, von denen jedoch eine aus den drei andern herleitbar 
ist, so dafs noch fünf von den Winkeln willkürlich bleiben. 
Es ist aber leicht ersichtlich, dafs bereits durch vier Winkel 
Kwei Eckpunkten gelegenen) die übrigen be- 
stimmt sind; eine Rela- 
tion bleibt also noch 
herzuleiten*). Bei der 
Bezeichnungs weise von 
Fig. 22, wo die Winkel 
in der Weise festzusetzen 
sind, dafs zuerst von ÄC 
nach AD, dann von AD 
nach AB gedreht und 
dabei die Drehungsrich- 
*'"■ ^"^ tung von AC nach AD 

als die positive genommen wird {ebenso diejenige von BÄ 
nach BC und von CB nach CA), haben wir bei jeder Lage 
des Punktes I) 



ift, 




eine Relation, die dem Satze des Menelaos entspricht**). 
Diese Gleichung ist transcendeut. 

In derselben Weise läfst sich allgemein erweisen: Die 

*) S. hierüber auct Ä. Itojipe, Bestimmung der Vielecke durch die 
Winkel swiBchen Seiten ttnd Diagonalen; Gritnert Arch. B. 61, p. 439, 

**) Wenn wir nämlich uns a, 6, c über C, A, S verlängert den- 
ken und nnter bp den Winkel der Verlängerung von b mit JJ ver- 
stehen n, s. w. 
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liclaüonen ewisckm dm Winiceln geradliniger Figuren sind im 
allgemeinen kamcendent derart, dafs siüischen den trigonome- 
trischea FunhUonen der Winkel al^drraisdie Gleickwtgen be- 
stehen; im speziellen Falle können jedoch die transeendeuten 
Punktionen herausfallen. 

4. Hieran anknüpfend behandeln wir die weitere Frage: 
Welcher Art sind die WinhelreJationen, falls sie algebraisch 
sind? Jeder Winkel einer geradlinigen Figur ist unendlich 
yielwertig; denn man kann ihm beliebige Vielfache von 4M 
zufügen, ohne an der Figur etwas zu ändern. Besteht daher 
zwischen Winkeln eine Gleichung, so mufs sie so beschaffen 
sein, dafs Änderungen der Winkel um 4kR sie ungeändert 
lassen oder nur bewirken, dafs andere Winkel ebenfalls um 
eine solche Gröfae geändert werden müssen. Das erstere tritt 
dann und nur dann ein, wenn von den Winkeln lediglich 
Funktionen mit der Periode 4B in die Gleichung eingehen; 
im Falle einer algebraischen Winkel relation kann nur das 
letztere zutreffen. Betrachten wir nun in einer solchen alge- 
braischen Winkelrelation alle Winkel bis auf zwei als kon- 
stant, so dafs wir ß ^ f(a) schreiben können, so mufs 
f (a -^^ 4 K) =^ ß -f" ikR sein; wäre hierin k nicht von ver- 
schieden, so wäre [(a) der Annahme widersprechend eine 
periodische Funktion. Ist umgekehrt a =^ F(ß), so mufs 
auch F(ß + 4ii) == K + 4?eiJ? sein. Daher ist F(ß + ilcM) 
^ « -j- 4kk,R, während andererseits durch Umkehrung der 
ersten Gleichung F{ß + 41cB) = a + 4E folgt, so dafs 
kk^ = l, also k = Jc^=+l ist. Eine Funktion /von der ge- 
wünschten Eigenschaft ist /5 = + k + Const.; ist f^(a) eine 
zweite derselben Art, so ist /j (k) + « — Oonst. eine perio- 
dische Funktion oder eine Konstaute; da ersteres hier aus- 
geschlossen ist, mufs ^ = + « + Const. als die allgemeinste 
zulässige Gleichung betrachtet werden. Da für die in Const. 
auftretenden Winkel die gleiche Betrachtung anwendbar ist, 
so finden wir als aligemeiuate algebraische Relation zwischen 
den Winkeln et,, a^, . , . a„ einer geradlinigen Figur die 
Gleichung 

+ ß, + ttä + «s -)-■■- -f ß, = Const., 
worin die Doppelzeiehen von einander unabhängig sind. 
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Das gefundene Resultat steht sclieinbiir mit der Wirk- 
lichkeit nicht immer im Einklang; beim gleichschenkligen 
Dreieck mit den Winkeln a, a, ß ht z. B. 2 a -\- ß = 211, 
so dafs der eine Winkel mit dem Koeffizienten 2 behaftet 
auftritt. Die Sache erklärt sich dahin, dafs die BaBiewinkel 
des gleichschenkligen Dreiecks nicht im strengsten Sinne als 
gleich, sondern nur als bis auf Vielfache von AkM gleich 
(äquivalent) bezeichnet werden können; läfst man aber die 
hiernach zu unterscheidenden Basiswinkel getrennt in die Glei- 
chung eintreten, so ist der Widerspruch gehoben. Wir können 
daher sagen: Die Winkch-elaÜimen bei geradlinigm Figuren 
sind transcenäent, oder linear in der Weise, dafs die Koef^zien- 
ten der Winl-el + 1 sind, falls man nur äquivalente WinJcel 
nickt als t/leidt ;:usaminennimnit. 



Die Doppelverhältnisse. 

1. Wir haben im Vorhergehenden willkürliche Sjstemc 
von n Geraden und n Punkten ins Auge gefafst. Genauer 
untersucht wurden allerdings nnr Systeme von höchstens vier 
Geraden oder Punkten; indessen bemerkten wir schon, dafs 
durch Hinzu füg ung weiterer Geraden oder Punkte nichts 
wesentlich Neues erzielt wird. Sollen wir daher hiermit die 
ebene Elementarg eometrie als abgeschlossen betrachten, oder 
eröffnet sich die Möglichkeit weiterer Spekulationen? Letztere 
können nur auf Spezialisienmgen beruhen; durch solche kann 
man eine unendliche Mannigfaltigkeit von Gebilden erzengen, 
von denen in der gewöhnlichen Geometrie zahlreiche behandelt 
werden. Man braucht nur Figuren einzuführen, bei denen 
einzelne Strecken in bestimmtem Gröfsen Verhältnis stehen, 
bei denen Winkel von bestimmter Gröfsa und Parallellinieu 
vorkommen. Es möge nur an die Lehre von den regulären 
Polygonen, den Transversalen u. s. w. erinnert werden. Diese 
Spezialitäten sollen uns hier nicht beschäftigen, da sie kaum 
einer wissenschaftlichen Anordnung fähig sind und trotz 
der Merkwürdigkeit vieler keine tiefergehen de Bedeutung 
haben. Aber es existiert auch eine Art von Besonderheit, die 
einen tieferen Charakter besitzt: eine Figur Icann dadureli 
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sein, dafs mehr als zwei Gerade durch einen 
Fimht gehen oder dafs mehr als zwei Punhte in einer Geraden 
liegen. Das Erstere begegnete uua schon bei Jen Vielecken, 
das Zweite bei den Vielseiten, sowie in einigen behandelten 
Spezialfällen. In der Folge wollen wir dieser Besonderheit 
unser Augenmerk schenken, was sieh durch ganz eigenartige 
und wichtige Resultate rechtfertigen wird. Es wird nämlich 
möglich sein — um das Hauptresultat voiweg zo nehmen — 
Gebilde sn Iconsfi nieten, l/ei denen de* Umstand, dafs gewisse 
Gerade durch ditselben Punlte gehen odet gcutssf Punkte auf 
denselben Geraden liegen, die Folge nach steh sieht, dafs auch 
andere Gerade duich denselbai Punlt gehen oder andere Purdcte 
auf derselben Geraden he 
gen. Wir nennen die Lehie 
von solchen Gebilden die 
Geometrie der Lage*). / 

3. Der einfachste noch / 

nicht behandelte Fall eines / 

w-seits, bei dem mehrere ■' 

Gerade durch denselben ßr^^ 

Punkt geben, ist derjenige Ji~~ — ir--^ 
eines Fünfaeits, bei dem Fig. äs. 

drei Seiten in dem Punkte 

Ä zusammenlaufen. Der Satz des Menelaos liefert uns bei 
Fig. 23 auf A JBDG iiud die Schneidenden AF und AH an- 
gewandt: 

BF.GA.I>C'= - FG.AD.CJi, 
SS.GA.DF=- — IIG.ÄD.EB, 

woraus durch Division folgt 

*) Die hiBtorischo Entwicklung der „neueren Geometrie", die rectt 
eigentlich mit den folgenden UnterenchungDU beginnt, findet man in 
höchst anregender Weise geEohilJert in der Einleitung üu IL Hankel'i; 
Die Elemente der projekttvischen Geomdrk u. s. w. Das Bestreben, eid' 
von MaJsverhältnissen ganz tmahhängige Geometrie au schaffen, bildet 
den Grundgedanken des eigenartigen Werts; v. Siaudi, Gemnetrie der 
Lage, an welches sich das gleichnamige Werk Beije's anBcUiefst. Be- 
sonders konsequent und strenge findet man diesen Gedanken durchge- 
führt in dem kleinen Buche Ton J. Ttiomae: Ebene geometrische Ge- 
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BF DC FG CB 



oder 
oder 



und 



BH DE HG EB 

BF GH BC DE 
BH' GF^ BE ' DG 

bf _ gf ___ bc dc 
bh'- gh'^ be'- de' 

3. Dieses Resultat läfst sich sofort erweitern, indem 
man zu den durch Ä gehenden Geraden eine vierte A UV 
hinzufügt. Wir haben 

BF GF BC . DC 
BY' GV~ BU' DU 
BF _ HF _ BO EC 
BV ' 1IV~ BU' EU' 
woraus durch Division folgt: 

GF HF _ DC EC 
GV '• HV~~ DÜ' Elf' 

4. Man bezeichnet, wenn Ä, B, 0, D auf derselben 
Geraden liegen, die Grijfse 

CA _ Djl 
~0B ■ DB 
als das Boppelverhältnis dieser vier Punkte und schreibt 

wobei genau auf die Stellung der Buchstaben zu achten ist. 
Man bildet das Doppelverhältnis (Ä, B, C, B) in der Art, 
dafa man die Strecken von C und D nach A und B ins 
Auge faTst, die Quotienten ^tr und -.-y^ bildet und den erste- 
ren durch den letzteren dividiert. 

Rückt einer der Punkte, etwa D, ins Unendliche, so 
werden AB, BB, CB unendlich, während die Quotienten 
Vt) n. s. w. der Einheit gleich werden. Da die folgenden 
Untersuchungen in der Theorie der metrischen Relationen 

bilde erster vttd zweiter Ordnung vom Standpunkte der Geometrie der 
Lage lelrachiet. ÄuBführlichere hiBtoriache Erörterungeu durften in 
Hinblick auf die HankeVsahe Darstellung entbeiirlich aein. 

*) Diese BezeichmiDg rührt von Möbitts her. Der FundamentalsatK 
über die Doppel Verhältnisse findet eich schon bei Pappits. 
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itre Grundlage haben, bei diesen aber Grenzübergänge zum 
Unendlichen zu riclitigen Resultaten führen, so werden wir 
überall, wo nichts Besonderes bemerkt ist, die Zuläasigkeit 
der Übertragung auf unendlich ferne Gebilde als selbstver- 
stjludlich ansehen (vgl. § 20, 4). 

5. Da vier Punkte in 4.3.2^ 24 verschiedene Reihen- 
folgen gebracht werden können, so gehören zu vier auf einer 
Geraden gegebenen Punkten A, B, C, D 24 Doppelverhält- 
nisse; dieselben sind teils identisch, teils in einfacher Weise 
aufeinander zurückführ bar. Man kann damit beginnen, dafa 
man je zwei der Punkte einander zuordnet, wie oben C und 
J), A und B\ dabei erweist es sich als gleichgiltig, welches 
Paar man als das erste, welches als das zweite nimmt, denn 
es ist 

CABA._AG_BO_ 

ob'' 1)11 ~ AI)' BD' 
so dafs wir haben 

(AJiCJD) = (ÜDAB). 
Vertauscht man C mit D oder J! niit.B, so geht das Doppel- 
verhältnis in seinen reciproken Wert über, während die 
gleichzeitige Vornahme beider Vertausch un gen keine Verän- 
derung hervorruft; wir haben also 

(BÄCD)-(ABDC) = ^^,g^, 
(ßADC) = (DCBA) — (ABCD). 



Ferner 


ist 




/AnjjT,^ -B^ -'J^ SA. DG 
(ÄCBD) = jj-g: ^, _ jß32 


= 


^BG+GÄ){DA + ÄG) ^ ÄGiBA + GB + AG) 
BG.DA BG.JJA 


- 


AG. DB ^ GA DA 
bg.dA GB'DB 


oder 






(ACBB) - 1 - (ABCD). 


Seteen 


wir (ABCD) = >., so haben wir 




(BACD) — \ , (ACBB) — 1 - i, 


weiter 
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(ADBC) — 1 — (AB DO) _ 1 — I _ - -=-' , 
(ADOB)- ^--?^--__^^. 

Schliefslich erhalten wir die folgende Zusanimensiellung: 
(ÄBCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCSÄ) = A, 
(^^Z>C)= (£ACD) = (DCAB) = (C'i)B^) ■= ^, 
(ylCJ?7)) = (C'AD.B) = (BDÄC) = {DBGÄ} = 1-A, 
{ACBB) = {GABI)) = (BBAÜ) = (BBCA) = ^, 
(ADBC) = (ÜACB) = (BCAD) = (t?BU^) = - i^, 
(ADGB) = (BABG) = (OB AD) = (iJCD^) = ^ — -^ . 

Die Transformationen ^' '^ T' "^'^ 1 ^ il, A'= — 

führen nach einmaliger, die andern A'= ,"_]( ^'= — — ^ — 
nach zweimaliger Wiederholung zum Anfangswerte A zurück*). 

Wenn eines der 24 Doppel Verhältnisse bekannt ist, lassen 
sich die übrigen linear aus diesem berechnen; ist (ABCD) 
= {A^B^GiDj), so gilt diese Gleichung auch für alle Doppel- 
verhältnisse, die aus den beiden durch entsprechende Um- 
stelhingen hervorgehen; es genügt daher, immer ä,nes der 24 
Doppel Verhältnisse ins Auge zu fassen. 

Sind drei Punkte A, B, G einer Geraden festgelegt und 
iat daa Doppelverhältnis derselben zu einem vierten Punkte J) 
bekannt, so ist die Lage des letzteren eindeutig bestimmt; 
setzen wir AB = a, BC = b, GD = c, so ist aus 

c, d. h. der Abstand des Punktes D von G eindeutig zu be- 
reehueu. 

*) Die Transformationsgrnppe dea Doppelverhältnisaes iat dieselbe, 
die von F. Klein ala DiMerffi-uppe mit n = 3 bezeichnet wird und 
die auch in der Theorie der elliptisclieii Modul funktiouen eine Rolle 
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6. Wir nennen die Gesamtheit der Geraden {Strahlen), 
die durch einen PunlEt (MiitdpunM) gehen, einen Strahlen- 
hüsckel*), die Gesamtheit der Punkte, die auf einer Geraden 
liegen, eine FunUrcihe. 

Das Resultat von 3. läfat sich nun so ausdrücken; 

T^ird em SitahlenhuscJiel durch heheJyiqe Getiulm ge 
schnittm, so SJttd die Doppelvethaltnisse ton je vier Funkten 
dieser Geiaden, die duich dieselben Stiaklei% ausgeschnitten iia 
dm, einander gleich 

Ordnen wir die Punkte zweier Punktreihen so einandei 
zu, daf? je zwei einander entsprechen, die duich denselben 
Strahl eines festen Sti ahlenhu'fcheU aus ihnen ausgeschnitten 
werden, so nennen wir diese Zuordnung eine pi ojekttii-^che 
wir behalten diese Bezeichnung auch noch bei, wenn die 
beiden Punktreihen nach stattgehabter Zuordnung in eine 
beliebige andere Lage gebracht werden; die ursprüngliche 
Lage heifat die perspe!:tivische. Die Doppclv^hcUtnissc von je 
vier entsprechenden Funhfen zweier projeküvisdien Punktreihen 
sind einander gleich. 

7. Sind swei ^viktreOien a und «i so mgeordnet, dafs 
die Doppelverhältnisse von je vier entspreclienden Funkten gleich 
sind, so ist die Zuordnung projelcUvisck. Hierbei Jcönnen drei 
Funl.-te Ä, B, C der einen ScHtc drei ganz heliebigcjt A^, D^, 
Ci der andren icüÜmrlich zug^vicsen werden; docfi ist hierdiirdi 
die Zuordnung vollkommen hestimmt. 

Legen wir nämlich die Punktreiheii so, dafs die Punkte 
A und A^ zusammenfallen und verbinden dann B mit B, , 
C mit C[, so werden die beiden Punktreihen durch den 
Strahlenbüschel, welcher den Schnittpunkt von BB^ und 
CC^ zum Mittelpunkte hat, einander projektiv zugeordnet, so 
dafs A, B, C und A,, B^, G^ einander entsprechen. Ist nnn 
D ein beliebiger vierter Punkt von a und achneidet OD a^ 
in D^, so ist (ABCD) = {A^B^C.D;), d. h. B, ist derselbe 
Punkt, der auch durch die Gleichheit der Doppel Verhältnisse 
D zugewiesen wird. 

*) Ruckt der Mittelpunkt des Strablenbüschela ina Unendliche, ao 
werden die Strahlen iianUlBl (ParaüeHraklenhüsehel). 
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8. Shiä zwei Ptitiktreihm zti derselben dritten projektivisck, 
so sind sie auch sueinander projektivisck; denn die Doppelver- 
liältnisse von je vier ihrer entspreeheiiden Punkte sind dem 
entsprechenden der dritten Punktreihe gleich, also unterein- 
ander gleich. 

Sind zwei Punktreihen projektivisch aufeinander bezogen, 
und legt man sie so, dafs irgend zwei entsprechende Punkte 
Ä und A^ zusammen fallen, so sind sie in perspektivischer 
Lage. Dies geht aus 7. hervor. 

9. Ordnen wir die Strahlen zweier Strahlenbüschel ein- 
ander derart zu, dafs die durch dieselben Punkte einer Punkt- 
reihe gehenden einander entsprechen, und bringen sie dann 
in eine beliebige Lage, so heifst die Zuorduung gleichfalls 
projektwisch; die Anfangslage heifst die perspektivische. Ein 
Strahlenbüschel heifst endlich einer Punktreihe p^spektivisch 
zugeordnet, wenn man jedem Strahle des einen den Punkt 
der andern zuweist, dnrch den er geht und dann die Lage, 
die zuerst perspekiivisdi ist, beliebig ändert. 

I¥ojekUviscke Sfrdhlenbüsdiel werden durdi irgend wddie 
Gerade derart geschnitten, dafs die DoppdverhäHmisse von je vier 
durch entsprechende Strahlen ansges{^nittenen Punkten gleich 
sind; denn sie sind dem durch die entspredi^iden Punkte der 
suordnmden Punktreihe gebildeten Doppdv^hältnisse gleich. Sind 
zwei Straklenbüschel su einem dritten oder mi einer Punktreihe 
prqjekiivischf so sind sie auch unter einander projektivisch u. s. w., 
wie man mit Hilfe schneidender Punktreihen erweist. 

10. Ordnet jnan drei StrtMen mies Büschels drei belie- 
bigen eines andern oder drei Punkten einer Punktreihe m, so 
ist damit eine projektivisehe Ztiordnung eindeutig fixiert. Man 
braucht im erstem Falle nur die beiden Büschel durch be- 
liebige Punktreihen zu schneiden und letztere projektivisch 
einander zuzuordnen, so dafs sie durch die drei festen Strahlen- 
paare in entsprechenden Punkten geschnitten werden; im 
zweiten Falle verfährt man analog. 

Zwei projektivische Strahleubüschel sind in perspekti- 
vischer Lage, vvemi sie einen Strahl entsprechend \ 
haben (analog zu 8.). 
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11. Gehen (Fig. 24) von aus nach den Punkten Ä, 
öy !> einer Puiilrtreihe die Strahlen a, h, c, d, so ist 
_ c sin COA „ „ _ e ,mCOB 



und somit 

CA DA _ smCQ^ ^^OA 
~CB - I)B~ sin CÖB ' li^BOB ' 

Ist also (dn StraJilenbüschel einer Putiktrdhe p-ojeküvisck 
mgeordnet, so ist das Doppeh^hällms von je vier Funkten der 
letzteren dem Do^pelverhäUnis der Sinus der WinJcel gleich, 
welche die den vier FunMen mgeordneten Strahlen miteinander 
bilden. 

Sind zwei Strahl enbüsc hei projektivisch zueinander, so 
sind für je vier zuge- 
ordnete Strahlen der- 
selben die Sinus-Dop- 
pelverhältnisae gleich, 
Dtirch diese und die 
vorigen Sätze dnd Strali- 
letihüschel und Funkt- 
reihe als dualistisch 
mitsprechende Gä>ilde 
lutchgemesen derart, dafs der Streclze smschen je ewd unkten 
der B^ie der Sinus des Winkels zwischen ewei Strahlen des 




12. Wir haben die projektiviaehe Verwandtschaft zweier 
Geraden in doppelter Weise fixiert: einmal rein geometrisch 
durch perspektivische Zuordnung mit nachfolgender Lage- 
änderung und dann mit Hilfe der Gleichheit der Doppelver- 
hältnisse; die letztere Beziehung läfst sieh jedoch noch in 
eine einfachere und durchsichtigere arithmetische Form klei- 
den. Wir denken uns auf jeder von zwei projektivisehen 
Punktreihen einen Nullpunkt willkürlich fixiert and die Lage 
eines anderen Punktes in ihnen durch seinen Abstand von 
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dem Nullpunkte (mit Kiieksicht auf di« Riclituiig), jedesmal 
nach gleichem Mafse gemessen, festgesetzt. Sind dann x^, 
x^, x^ und »/i, j/g, y^ die Abstände von je drei beliebig zu- 
geordneten Punkten yon ihren Nullpunkten und bezeichnen 
X und y beliebige andere zugeorduete Punkte der Reihen, so 
drückt sich die Gleichheit der Doppelverhältnisae folgender- 
mafsen aus: 



''s — ^1 \ / Vi ~ ?/l ^1 — X, \ 

«« — In, ^^^— ^' — w, -5 !- \ X 

X, ^-\il-\-x, «B ?^^-^ — cco«. -äj^^ =0 

^ a:^ - xj -^ I ' "^ Vi—Hi ^ ^^ *8 — CC^ 

oder, wenn man die konstanten Koefficienten durch einfache 
Buchstaben bezeichnet, 

axy -i- hx -\- cy ~i- d ■= 0. 
Die Smehmig swiscken swei entsprechenden Ftmklen x und 
y sweier p^ojelcUvisdim Piin};treihen ist durch eine Gleichung 
bestimmtf die in x und y (eimeln gmommen) vom (aasten Grade 
ist. Man berechßet 

bx + d 

Aber auch umgekehrt bestimmt die letztere Gleichung 
für beliebige a, h, c, ä eine pvojekti¥ische Beziehung; denn 
auch nach beliebiger Festsetzung von x^, x^, Xg könuen y^ 
Vir Hs ^° bestimmt werden, dafs sie drei Gleichungen genü- 
gen, also so, dafs — , — , — gegebene Werte annehmen. 

13, Mittels dieser arithmetischen Beziehung kann man 
sich am leichtesten ein Bild von dem Verlaufe zweier pro- 
jektivisehen Pnnktreihen verschaffen, namentlich wenn man 
die beiden Nullpunkte zweckmafsig wählt. Entsprechen sich 
in den Punktreihen die beiden unendlich fernen Punkte, was 
immer und nur der Fall ist, wenn die Reihen in der per- 
spektivischen Lage parallel sind (wie unmittelbar zu ersehen), 
so mufs 

__h(Xi + d ____ t 
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d. h. « = sein, so dafs, wenn wir — c in die Konstanten 
des Zählers eingelion lassen, 

wird. Wählen wir nun zwei eiitsprccliende Punkte der Reihen 
zu Nullpunkten, so niufs für a: = auch y = 0, d. h. d = 
sein, so dafs 

ist. Beide Reihen sind projekUmsch ahnlidi, d. h. jeder Strecke 
der einen entspricht dieselbe mit einer Koustanten multi- 
plizierte Strecke bei der andern; ist b positiv, so bewegt 
sieh Punkt y immer in derselben Richtung wie Punkt x, ist 
b negativ, so bewegt er sich in der entgegengesetzten Rich- 
tung. Für 6=1 sind die Reihen projeMimscIh gleich. 

Entsprechen sieh die unendlich fernen Punkte nicht, so 
wählen wir die Punkte zu Nullpunkten, welche dem unendlich 
fernen Punkte der andern Reihe entsprechen; x = oder oo 
entspricht dann j/ = co oder 0, was nur zutrifft, wenn die 
verbindende Relation die Form 
d 

hat. Nehmen wir zuerst d als positiv an, so bewegt sich, 
falls X von nach + oo geht, y von -\- oo nach 0, geht 
dann, wenn x nach — c» überspringt und von hier aus die 
negativen Werte durchläuft, ins Negative bis zu — oo u. s. w. 
Ist d negativ, so geschieht der Verlauf in umgekehrter Rich- 
tung. Die ^-Reihe ist der durch y = ^ fixierten Reihe pro- 
jektivisch ähnlich. Wir können also sagen: jede gu einer 
andern Beihe projelitwisdie Eeihe ist entweder dieser selbst oder 

der durch j/ = — aus ihr hergdeitetm projektivisek ähnlich. 

14. Nachdem zwei Punktreihen einander projektiviseh 
zugeordnet sind, können sie ineinander gelegt werden, so 
dafs wir in einer Geraden zwei als verschieden zu betrach- 
tende Punktreihen vereinigt haben; in beiden möge der Null- 
punkt derselbe sein. Durch die Gleichung j/ = ~Kr ^^* 

jedem Punkte der ersten Beihe ein Punkt der zweiten zu- 



Hosted by 



Google 



1.16 Planimettie. 

gewiesen. Wir fragen: wann entspricht sich derselbe Fmilit in 
beiden Heiken? Es mnfs alsdann*) 

X = — ^ — ■ — ' — 'g' — '-—^ eem. 

Ist (b ~\- cy — 4(1 (? > 0, so sind zwei solche „Doppelpunkte" 
vorhanden; ist (b -\- c'f — iad <^=^ 0, so rücken beide in einen 
einzigen zusaminen; ist endlich {b -{- cf — 4« <? < 0, so sind 
reelle Doppelpunkte nicht vorhanden. Der letzte Fall kann 
offenbar nur dann eintreten, wenn sich y in der gleichen 
Kichtuog wie x bewegt. 

Anm. Die projektivische Zuordnung von Punktreiheu 
steht im engsten Zusammenhang mit der Theorie der linearen 
Transformationen, auf die an dieser Stelle nicht weiter ein- 
gegangen werden soll. Damit treten auch die Untersuchun- 
gen von § 5, 10 zur Theorie der projebti vischen Zuordnung 
in Beziehung. Die Doppelpunkte sind reell und verschieden, 
zusammenfallend oder imaginär, je nachdem die Transforma- 
tion nach der Bezeichnung von F. Klein hyperbolisch, para- 
bolisch oder elliptisch ist. 

15. Ein bemerkenswerter Spezialfall projektiviseher 
Punktreihen in derselben Geraden ist der, dafs je zwei Punkte 
derart zusammengehören, dafs jedem derselben als Punkt der 
ersten Reihe der andere als Punkt der zweiten Reihe ent- 
spricht. Die Gleichung 

axy -\- bx -i- cy -\- d = 
mufs in diesem Falle so beschaffen sein, dafs sie sich bei 
Vertauschung von x und y nicht ändert, so dafs 

axy -j- b (x -{- ij) -j- d ^ 
oder 

hx + d 

y = - ^.+ > 

ist. Man nennt diese Zusammenordnung eine Involution**'). Die- 
selbe hat zwei reelle Doppelpunkte , wenn V — ad > 0, einen, 

*) Bei den analogen Untersuchungen von g 5, 10 ist die Bezeich- 
nung eine andere. 

**) Diese Bezeichnung rührt von Iksarrßies her. 
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wemi h^ — «(? = 0, und zwei imagiuSre, wenn h^ — ad <.0 
ist; sie sind durch die Gleichung 

. ^—b± Vb^ — 'äd 

gegeben. 

Wir untersuchen noch das Doppel Verhältnis, welehas die 
beiden Doppelpunkte a^ und x^ mit irgend zwei zugeordneten 
Punkten x und ^ bestimmen, d. b. die Gröfse 

x — a, _x — te^ X1J — x^x — ic, y -|- ,Tj a^ 

y — a!,'y — .i\^ xy — j^i x — x^y + x, x.^ 

Da ,r, + a'j = — - , x^x^ = ■■ ist, so können wir 
schreiben 

oder 

2 x>i - (x, + X,) (X -i- y) + 2 x,x, = 
oder 

xy — x^x — «I ]/ + a^i a^a = — (xy — x,x — x^y -{- x, x^), 
wor&us 

y~^i ' y — y-i"' 
folgt. 

Wir nennen ein Doppel Verhältnis, dessen Wert gleich 
— 1 ist, ein harmonisches und sagen: 

Die heiäeii Doppelpunkte der Involution werden durch je 
swei mgeordneic Funkte der Involution harmonisch getrennt*). 

Nehmen wir den Punkt in der Mitte von beiden Doppel- 
punkten, also Punkt -^"2 — -, als Mittelpunkt an (derselbe ist 
auch bei imaginären Doppelpunkten reell), so wird jetzt 
Xi = — x.^, also & =^ 0, somit 



= — — oder xi) = , 



*) Der Ausdruck „liarmoiiiseh getrennt" wird in § 29 geiiauür ( 
läutert werden. 
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so dafs das I'ivdttht der Abstände zweier msammengehörigen 
Punkte vom Nuüjmnkt ein Jconstantes ist. Bei zusammenfal- 
leuden Doppelpunkten fällt auch je einer von zwei zugeord- 
neten Punkten mit diesen zusammen, während der andere 
beliebig ist. 

Eine Involution ist Tollkommen bestimmt, wenn mau 
die beiden Doppelpunkte kennt; denn die bestimmende Gröfse 



V- 



ist hierdurch bekannt. Auch zwei beliebige Punkte- 
paare bestimmen die Involution (etwa 1,, i;,; ^y, ij^); denn 
aua den Gleichungen 

'4,^, +^5, + 'J,) + '^ = 0, 

lassen sich die Grofaen — und — ! near beret-lien 

Das Vorkommen lei ag naiett Doipel} i^/e deutet wie- 
derum auf eine Geomefi e des Imag n reu h n (vgl t SkiutU, 
Beiträge zur Geom t de Laje 1 Heft, j 76), vir ver- 
zichten jedoch auf ein weiteres Eingehen, 

16. Die letzten Untersuchungen lassen sich sofort Liuf 
zusammengelegte projektiv! sehe Strahlenbiische! übertragen, 
indem man dieselben durch eine Gerade schneidet, welche 
als Träger zweier projektivischen Punktreihen fungiert, denen 
dann die Strahlenbüschel perspektivisch zugeordnet werden. 
Ein genaueres Eingehen auf den gesamten Gegenstand kann 
hier unterbleiben, da derselbe schon in die höhere Geometrie 
hinüberleitet. 

§ 29. 
Die harmonische Teilung. 
1. Wir führen den Übergang zur Geometrie der Lage 
in der Weise aus, dafs wir uns die Aufgabe stellen; räi 
DoppdverJiäÜnis aufzufinden, ucldies durch eine Figur bestimmt 
ist, in der leine andern BesondetJieiten vorkommen, als dafs 
gewisse Gerade durch denselben Punkt gehen und gewisse Punkte 
auf derselben Getaden hegen, dabei wollen wir uns bemühen, 
möglichst wenige Gerade in die Figur einzuführen. Sind auf 
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den Geraden BCDE uud BFGH(Fig. 25) durch die Strahlen 
AB, AF, AG, AHAgü Büschels A die Punkte B, B; C, F; D, 
G; E, .fl" einander zugeordnet, so wollen wir eine Besonderheit 
dadurch einführen, dafs wir dieselben Punkte durch ein z 




passend gewähltes Strahlenbüudel einander in anderer fleilien- 
folge zuordnen. Dies ist durch Znhilfenahme von nur zwei 
neuen Geraden möglich, wenn AG so gewählt ist, dafs es 
durch den Schnittpunkt J von CH und BF hindurchgeht. 
In der ao gefundenen, aus sieben Geraden bestehenden E'igur 
sind die Punkte B, G, D, E und B, F, G, H durch die 
Büschel A und J in doppelter Weise einander zugeordnet, 
ao dafs 

(BBCF) =(BGFH) 
und 

(BBOE) = (BGHF), 
also 

{BGFB) = (BGHF) 
ist. Nun ist aber nach § 28, 5, wenn 
(BGFH) ^ A 
ivird, 





(BGHF)- 


also 






>--l- 


oder 


J'-l, 


d. h. 


i — + 1 
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A =' 1 ist aber ausgeschlossen, da sonat 

FB _ HB 

'FG ~ RG 
ist, tl. h. wenn SF = a, FG = b, GH ^ c gesetzt wird, 

A — _ Ji±^±l 
i c 

oder 

«c + a& + &' + 6c = 
oder 

(a + b)(b+c)~0, 
somit a = — h oder i ^ — c; es müfste hiemacli entweder 
G mit B oder if mit F zusamtnenfallen. Daher haben wir 

{BGFH)^ — 1, 
ein Doppel verhältnisj das wir bereits als das harmonische be- 
zeichneten *). 
Es ist 
l: 1, l = _i, 1-A = 3, -A_ = y, 

i ' l—l 2 

2. Das harmonische Verhältnis läXst noch mannigfache 
andere Darstellungen zu. So folgt z. B, aus (ABGD) = — 1 
oder 

CA , DA _ ^ 
ÜB '^ DB ~ 
weiter 

~CB ' BC+ CB '^ 
oder 

CA . BC -^ CB . BC + 2CÄ . CS = 
oder 

OI)(CA + CB) = 2C^ . CB 
oder endlich 



*) Dia harmonische VeihaHnie war den Pjthagoreem wolil bekannt 
und wurde vielleicht von ihoen eingefühlt, m einem bei Poiphynut, 
ad Flolemaei Harmomcen erhaltenen Brnch&tncke Ton Arcliytas gieht 
dieser seine Definition (s Gantoi Vorlea über d Geacb d Mathematik, 
p. 1411) Der FnnJamental9T,tz über die hdrmomst,hen Doppelverhiilt 
niflse bLim Vierseit findet sich im Wesentlichen schon bei PoppMS 
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Legt mall ferner den Nullpunkt in die Mitte von 
AB und setzt AO^OB = a, OC=^x, OD=^y, so ist 

^±5 ^ _ " + ^ 
a-x a-y 

oder j 

xy = a?, 3/ = "1- ■ 

ScmtUche, zwei festen Punkten A und B harmonisch zu- 
geordnete Funktepaarc G und B bilden also eine Involution, 
deren Doppelpunkte A unä B sind, ein Resultat, das mit 
§ 28, 15 Übereiüstimmt. 

3. Nach der letzten Gleichung sind x und «/ beide 
gleichzeitig positiv oder negativ, C und D liegen also beide 
auf derselben Seite des Mittelpunktes von AB. Ist a; = + a, 
so vrird auch y = + a, d. h. wenn C mit A oder B zu- 
sammeufällt, fallt auch D in denselben Punkt. Ist x^ < a?, 
so ist )/^> a^ und umgekehrt, d. h. wenn C auf der Strecke 
AB liegt, so liegt D aufserhalb derselben und umgekehrt. 
Die zugeordneten Punkte A und B und die beiden anderen 
C und D trennen sich also gegenseitig von einander; man 
sagt, Ä und B seien durch C und D harmonisch getrennt 
und umgekehrt. Für a; = wird y ^ <x, und umgekehrt. 

Nehmen wir A und B als fest, C und B aber als be- 
weglich an, so ist der Verlauf der folgende. Befindet sich 
C im Unendlichen, so liegt D in der Mitte von A und B. 
Rückt C durch das Negative (A möge auf der negativen, 
B auf der positiven Seite liegen), so bewegt sich I) gegen 
A hin, um gleichzeitig mit C in diesen Punkt zu gelangen. 
Bewegt sich C weiter von A gegen den Mittelpunkt der 
Strecke AB hin, so rückt D auf der negativen Seite ins 
Unendliche, springt, wenn C den Mittelpunkt passiert hat, 
ins positive Unendliche und bewegt sieh von hier aus gleich- 
zeitig mit G gegen B hin; in B treffen G und D zum zweiten 
Male zusammen. Geht nun G auf der positiven Seite ins Un- 
endliche weiter, so ruckt D von B nach dem Mittelpunkte zu. 

4. Die Figur, welche uns zur harmonischen Teilung 
führte, enthält sieben Gerade, von denen sechsmal je drei 
durch einen Punkt gehen, während sich in drei Punkten nur 
zwei Gerade schneiden; sie kann als ein Viereck betrachtet 
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werden, in welchem eine Diagonale gezogen ist. Man kann 
daher, wenn man nocli hin zu nimmt, dafs jeder Büschel von 
vier Strahlen alle ihn scLueiJenden Geraden in demselben 
Doppeiverhältnis teilt und wenn man zwei Seiten des Vier- 
ecks, die keinen Eckpaukt gemein haben, als gcgmÜberUegeiide 
bezeichnet, sagen: 

Atif jeder Seite eines Viercclcs lebtimmen die moei darauf 
gdegenen E(^pankte, der SdmittpunU mit der gegenOberliegeiidm 
Seite und der Se^nit^nH mit derjenigen Diagonale, die nicht 
diirdi den letztgenannten Rinki geiht, ein harmonisclies Doppel- 
verhältnis derart, daß die Eclcpunlcte durch die beiden anderen 
Rifücte harmonisch getrennt werden. Audi die DiagotKÜen selbst 
werden durch die sechs Seiten in vier harmonischen Funl{ten 
geschnitten derart, dafs die Ptmlcte, durch welche je ztvci dieser 
Seiten geilen, msammengeordnet sind. 

Andererseits kann man auch, wenn CK, EH, HF, FC 
als die Seiten eines Vierseits betrachtet werden, den Satz 
aussprechen; 

Im Vierseit werden auf jeder Diagonale die darauf ge- 
legenen Ech^nkte durch die Schnit^wnkte mit den beiden anderen 
Diagonalen harmonisch getrmnt*). 

Man sieht also, dafe schon durch vier beliebig gegebene 
Gerade oder Punkte harmonische Verhältnisse indiziert sind. 
Man braucht nur die Schnittpunkte der Geraden, resp. die 
weiteren Schnittpunkte der verbindenden Geraden durch neue 
Gerade zu verbinden. 

5. Jeder Büschel von vier Strahlen, der eine Gerade 
und somit alle Geraden in vier harmonischen Punkten schneidet, 
heifat ein harmonischer Jiüschd; einander zugeordnet sind in 
ihm diejenigen Strahlen , die durch einander zugeordnete 
Punkte gehen. Bei jedem harmonischen Büschel ist das 
Siuusdoppel Verhältnis gleich — 1. 

Es ist leicht, in jedem Viereck oder Vierseit die har- 
monischen Büschel aufzusuchen. 



*) Man kann die Heileitung aucb sehr eiafaßh mit Hilfe der Sätze 
des Menelaos und des Ceva direkt ausführen, indem man. beide auf 
dasselbe Dreieck mit denüelher) Teilpnokten hei zwei Seiten anwendet. 
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6. Weuü wir die Annahme luaelien, clal's es möglicli 
aoi, (lureb zwei gegebene Punkte eine Gerade zu legen (etwa 
uiittels des Lineals), so ist uns die Müglichkeit zu einer 
Anzahl von KonstnUäkmm gegeben, die man als lineare be- 
zeichnet. Die Zahl derselben ist weit beschränkter, als die 
Zahl der mit Lineal und Zirkel ausführbare» der gewöhn- 
lichen Element arge ometrie. Als einfachste der linear zu 
lösenden Aufgaben kann die folgende gelten: Zu drei gegebe- 
nen Punlden einer Geraden eiitett vierten zu lesHmmcn, der mit 
ihnm susammen ein harmonisdtes VcrhäUnis liefert. 

Sollen Ä und B zwei zugeordnete Punkte sein, und 
wird zu C der zugeordnete D gesucht, so verbindet man A, 
ß und C durch Gerade mit einem beliebigen Funkte E, legt 
durch einen beliebigen Punkt i*' von CE die Greraden ÄF 
und SF, die HF und AE in H und G schneiden; dann trifft 
die GeradeCffdicGerade J.£C in dem gesuchten PunkteD*). 

Wir erkennen nach allem die hervorstechende Eigen- 
schaft des harmonischen Doppelverhältnisses darin, dafs es 
im Gegensatz zu anderen Verhältnissen durch Figuren er- 
zeugt wird, die keine anderen Besonderheiten aufweisen, als 
dafs gewisse Gerade durch denselben Punkt gehen, gewisse 
Punkte auf derselben Geraden liegen. 

7. Wenn zwei Punktreihen einander projektivisch zu- 
geordnet sind, entsprechen wegen der stattfindenden Gleich- 
heit der Doppel verhilitniase je vier harmonischen Punkten 
der einen auch vier harmonische Punkte der anderen. Wir 
können aber auch umgekehrt behaupten, dafs eme projelc- 
tivisdte Ziiordnwig zweier Funkireiiien hergestellt ist, wenn man 
jedem Ptinhte der ein^i einen einzigen Funkt der anderen so 
mweist, dafs je vier beliebigen harmonischen Pmdtten der einen 
vier ebensolche der anderen entsprechen sollen und wenn gleich- 
zeitig die Bedingung mgefügt wird, dafs einer stetigen Folge 

*) Es mnra aiisdrfieklicli betont werden, dafa die Möglichkeit einer 
linearen Eoastiulttion aufhört, wenn einet der vorkommenden Punkte 
ins Unendliche rückt, also zwei Gorade parallel werden. Man kann 
also eine Strecke AB nicht daduroli halhieren, dafs man au A, B und 
dem unendlich fernen Punkte der Geraden AB den vierten harmoni- 
schen Punkt sucht. 
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von Punkten d&r einm Reihe eine elßnisolche in der 



Beweis: Wir ordnen zuerst drei willkürlichen Punkten 
A, B, C der einen Reihe drei willkürliche A^, J?,, C, der 
anderen zu. Bestimmen wir zu denselben bei beliebiger Zu- 
ordnung je einen vierten liarmonischen Punkt D und D, 
und betrachten dieselben auch dnander zugeordnet, so ist 
das Resultat dasselbe, wie wenn wir die Punktreihen einander 
projektivisch so zugeordnet hätten, dafs Ä,B,G und Aj^,Bi, C^ 
einander entsprechen; denn wegen der Gleichheit der Doppei- 
verhältnisse müfsteu alsdann D und J)^ einander gleichfalls 
entsprechen. Nun kann man z. B. zu A, B, 1) einerseits und 
A^, Bi, Dj andererseits die vierten harmonischen Punkte i' 
und E^ hestimuien und einander zuweisen, und in analoger 
Weise fortfahrend (wobei auch die Reihenfolge je dreier 
Punkte noch variiert werden darf) kann man unendlich vielen 
Punkten der einen Reihe unendlich viele der anderen zu- 
weisen derart, dafs das Resultat dasselbe wird, wie wenn 
man denselben Punkten der ersten Reihe durch die projek- 
tivische Beziehung solche der zweiten zugeordnet hatte. 
Können wir nun darthun, dafs die in der ersten Reihe nach 
und nach bestimmten Punkte diese Reihe mit beliebiger 
Dichtigkeit erfüllen, so dafs also kein noch so kleines Stück 
dieser Reihe angegeben werden kann, auf welchem nicht ein 
solcher Punkt läge, so ist wegen der vorausgesetzten Stetig- 
keit der Zuordnung der Beweis geführt. 

Liegen aber die drei Punkte A, B, C in dieser Reihen- 
folge und ist D der vierte harmonische Punkt, so haben wir 

AD ^ CT) 
oder, wenn AB = a, BG = b, CD ^ x gesetzt wird: 

a _ a + b-\-.:: 



Nehmen wir an, dafs a>b sei (im umgekehrten Falle 
brauchte man nur die positive mit der negativen Seite zu 
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vertauschen, während für a ^ 6 die Sache ohne weiteres er- 
ledigt wäre), so ist hiernach 

x>b. 
Punkt D ist also, je nachdem er auf die positive oder negative 
Seite fällt, von C oder A weiter als B entfernt. Sucht man 
nun für A, C, I), resp. B, A, G den vierten harmonischen 
Punkt E, so ist er von dem ihm henachbarten äufsersten 
Punkte abermals weiter als C, resp. ^"entfernt, d. h. diese 
Entfernung ist sicher gröfser als die kleinere von den beiden 
Gröfsen a und h. 

Fährt man in dieser Weise fort, so kommen immer 
weiter entfernte und zwar schliefshch über jede ürenze weit 
entfernte Punkte hinzu, da die Entfernung des jeweilig 
letzten Punktes von einem der äufsersten der vorhandenen 
mehr als eine bestimmte endliche Gri'ifse (ff oder 6) beträgt. 
Ist i' ein solcher, so liegt der vierte harmonische Punkt Q 
zu den zugeordneten Punkten A und B sowie dem dritten 
Punkte F der Mitte von AB beliebig nahe; dann findet man 
in gleicher Weise Punkte, die den Mitten von AQ und QB 
beliebig nahe kommen u. s. w. Man zeigt auf diese Weise, 
dafs auf der Strecke AB — und ebenso auf jeder anderen 
zwischen zwei gefundenen Punkten — die fixierten Punkte 
beliebig dicht hegen. 

Unter gleicher Bedingung folgt weiter, dafs zwei Stralilen- 
büschel projektivisch sind, wenn je vier harmonischen Strahlen 
des einen je vier harmonische des anderen entsprechen, und 
dafs ein Strahlenbüschel und eine Punktreihe projektivisch 
sind, wenn je vier harmonischen Strahlen des ersteren je 
vier harmonische Punkte der letzteren zugeordnet werden*). 



*) Eine „Geometrie der Lage", welche den Mafsbegriif gan7 aus 
ihren Bntwickehmgen verbannen will, muh die projektiviache Znord- 
nnng dem bewiesenen Satze entsprechend durch das Entsprechen von 
je vier harmonisohen Punkten deünieren. Die Litteratur über diesen 
Gegenstand, die sich mit der Schwierigkeit beschäftigt, welche durch 
die verlangte stetige Aufeinanderfolge involviert wird, findet man an- 
gegeben in der Abhandlung: Fr. Schur, Vier den Ftmdamentalaatu 
der projekUmscIien Geometrie, Math. Ann., B. IS, p. 252. Vgl, auch den 
abweichenden Entwiekelnngsgang in Thomae, ebene geom. Geb. m. s. sc. 
v, Sfdp. der Geomelrie der Lage, p. 13. 
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§ 30. 
Das erste Fundamentalgebilde der Geometrie der Lage. 
1. Die harmonische Teilung leitet uns zu einem höchst 
merkwürdigen Gebilde, welches der Geometrie der Lage an- 
gehört. Schneiden wir (Fig. 2G) die drei durch A geheuden 




Geraden AF, AG, AH durch die Geraden BUDE und 
13FGH und ziehen CG und BF, LH und FG, die sich 
in J und K achneiden, so können wir CDGF und DFHG 
als vollständige Vierecke auffassen. Ziehen wir BJ, so wird 
der Schnittpunkt L derselben mit AG auf letzterer mit A 
zusammen D und G harmonisch trennen; ziehen wir dagegen 
BK, so wird der Schnittpunkt derselben mit AG dieselbe 
Eigenschaft besitzen, daher mit L identisch sein, d. h. B, J 
und K liegen auf einer Geraden. 

2. Nachdem wir in dieser Weise die Existenz einer 
Geometrie der Lage nachgewiesen haben, suchen wir das 
gefundene Resultat etwas zu erweitern; in der That ist die 
aufgestellte Figur nur ein spezieller Fall der folgenden, zu 
der uns direkt der Satz des Menelaos führt. 

Seien ABC und A^B^C^ zwei Dreiecke (Fig. 27), die 
so beschaffen sind, dafs die Schnittpunkte D, E, F je zweier 
entsprechenden Seiten (CB und CfB^ u. s. w.) auf einer Ge- 
raden liegen. Dann wenden wir den Satz des Menelaos für 
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die Dreiecke DBF und DI\F mit den Selmeideadea AE 
imd j4^E an und finden 

I)G. BA .FE=~ CB . AF. FD 




und 

J)C, . B^A^ . FE = — f\B, . AJ<\ ED, 
woraus durch Division folgt 

T> C~" B, /ti" ~^ C, AT' Ä -F' 
oder 

DC . B A . C,B, . A,F = CB . AF . DG, . B,A^ 
oder 

DC.BA.FA, .B,C, =^ ÜB . AF . A,B, . C^D. 
Fafst man also BDB^Fals vierseitigen Linienzug, FDE 
ah eine Diagonale desselben auf, so kann m^n votläufig das 
Resultat ausspi-echen: Schneidet man jt ziiei Seiten eines vier- 
seitigen Linienmges, welche sich nicht auf emer besHmmteti 
Diagonale desselben treffen, dmch je eine von m.ei Geraden, die 
durch einen Funkt dieser Diagonale gelun bi smd die Produkte 
von je vier nicht aufeinander folgenden Teilen dea Linienztiges 



Wenn umgekehrt die Seiten eme'- vierseitigen Lid 
zuges BDB^F so geteilt sind, dals 

DC.BA. FA, .B,C, = CB . AF . A, L', . CJ) 
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ist, so gehen die Geraden AC und A,C, darcli deoselben 
Punkt E der Diagonale FD. Denn wenden wir den Satz 
des Menelaos auf die Dreiecke DBF und DB,F mit den 
Schneidenden AC und A^C, an, deren Schnittpunkte mit 
FD wir vorläufig als F und F^ unterscheiden, so erhalten wir 

DC . BA . FE ^ — CD . AF . FI) 
und 

DC^ . B,A, . FE = - C^B, . A,F . E^D , 
also durch Division 

])ü. BA . FA, . B,C, .F^D^CB. AF . A,B, . C,D . FD 
oder mit Anwendung der vorausgesetzten Gleichung 

FD = E^D; 
E und E^ sind also identisch. 

3. Aus der letzten Herleitung folgt aber zugleich, dafs 
sich auch AA^ und CC^ in demselben Punkte G der anderen 
Diagonale DB, schneiden müssen. Da die drei Geraden AA^, 
BD,, CCi die Verbindungslinien der entsprechenden Eck- 
punkte der Dreiecke ABC und A,D,C, sind, so haben wir 
den ersten Fundamentahata der Geometrie rfe» Lage*) 

lAegen die SchmUpitnl te dm entap edietiden Seiten ::uem 
Dreiecke auf derselben Gnaden w gehen die VejhinäitngaJmieii 
ihrer entsprechenden Ecltpitikte duieh denselben Punkt 

Sofort können wir auch die Umlehtmig zufügen Schneiden 
sich die Verbindungslinien je zweier Ec^nmkte ewder Dreiecke 
in einem Funkte, so liegen die Schnit^nkte je zweier ent- 
sprechenden Seiten auf derselben Geraden. Denn gehen die 
Geraden A,A und C^C durch den Punkt G von B^D, so ist 
die Teilung der Seiten des Vierseits dem Vorigen entsprechend, 
woraus dann folgt, dafs AC und A^C, sich in einem Punkte 
E von FD schneiden. 

Die konstruierte Figar (a. auch Figur 28, in der die 
Lage der Dreiecke eine andere ist) besteht aus zehn Geraden, 
von denen sich je drei in einem Punkte schneiden, und aus 
zehn Punkten, von denen je drei auf derselben Geraden liegen. 
Der Satz bleibt vöUig ungeändert, wenn man einerseits die 
Worte Gerade und Punkt, andererseits die Worte Schnitt- 



*) Der Satz dea Desargues. 
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puntt und Verbiuduugagerade miteinander vertauscht. Wir 
kommen auf diesen Dualismus später zurück. 




Der erste Fundamentals atz der Geometrie der Lage 
wurde auf Grundlage der Theorie der metrischen Relationen 
hergeleitet; spater wird sich jedoch zeigen, dafs er sich 
auch durch einen Grenzübergang ganz ohne Rechnung und 
ohne Betrachtung von Mafa Verhältnissen aus den ersten stereo- 
raetri sehen Grundbegriffen ergiebt, 

4. Ein bemerkenswerter Spezialfall unseres Satzes ist 
der folgende. 

Legt man (Fig. 29) durch einen Punkt in der Ebene 
eines Dreiecks ABC und die Eckpunkte des Dreiecks drei 




Gerade ÄO, BO, CO und verbindet di« 
D, B, F dieser mit den Gegenseiten 



drei Schnittpunkt« 
mter einander durch 
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Gerade, so selineKlen die letzteren die dritten Dreiecks seiter 
in drei Punkten G, H, K einer Geraden, weiche nach Salmon 
die HamumiJcale des Punktes heifst, und umgekehrt; die 
Dreiecke ABC und DEF haben 
nämlich zueinander die oben vor- 
geschriebene Lage. 

5. Fafst man dieselbe Figur 
etwas anders auf (Fig. 30), so er- 
hält man merkwürdige Beziehungen 
am Vierseit und Viereck. 

Wir ziehen in dem Vierseit, 
dessen Eckpunkte A, B, C, D, E, F 
sind, die drei Diagonalen, welche das 
Dreieck GSK bilden. Auf jeder 
Seite dieses Dreiecks liegen zwei 
Eckpunkte des Vierseits, und awar 
immer einer auf dem begrenzten 
Teile der Dreiecksseiten, einer 
aufserhalb desselben*). Verbindet 
man die Eckpunkte des Dreiecks 
mit den beiden Vierseits eck punkten 
auf der gegenüberliegenden Seite, 
so schneiden sich von den sechs 
j.,g 30 ' Verbindungslinien viermal je drei, 

die durch verschiedene Dreiecks - 
eckpunkte gehen, in einem Punkte; nämlich die drei Geraden 
nach den auf den Dreieck sseiten gelegenen Vierseitseckp unkten 
B, D, F im Punkte und je eine dieser Geraden mit zwei 
der Verbindungslinien nach den äufseren Vierseits eck punkten 
A, C, E in den Punkten P, Q, B. 

A GHK erscheint als das Fundarnentaldreieck, während 
die Seiten des Vierseits die Harmonikalen zu den Punkten 
0, P, Q, B sind. 

Umgekehrt kann man auch von dem Vierecke OFQIi 
ausgehen, dessen Diagonalpunkte das Dreieck GHK be- 




*) Es sind i 
denen die I'aiiie 



mlich 



C, 11, F, G harmonische Punkte, ^ 
.1 F, H und G sich gegenseitig trannon. 
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stimmen. Auf den Seiten des'ielben werden durch die sechs 
Viereeksseiten je zwei Punkte, ein aiifseier und ein innerer 
ausgeschnitten; von diesen sei^h« Punkten hegen je drei auf 
verschiedenen Dreieck^seiten befindliche, namheh die drei 
äufseren und je zwei mntie und ein anfseier auf emer Ge 
raden. Diese vier Geraden sind die Seiten des Vierseits, von 
dem wir bei der TJmkehrung ausgingen 

Von dem ganz beliebigen Vieiseit oder Viereclc au& 
gehend gelangt man ilso durch Vctiolhfamhgtiiig", d h 
durch wiederholtes Verhmden von erhaltenen Schnittpunkten 
durch Gerade xii einem Gebilde der Geometrie dei Lige 
Dasselbe enthUlt dreizehn Gerade und dreizehn Punkte, auf 
neun der Geraden liegen je vier, auf vier je drei dieser Punkte; 
durch neun der Funkte gehen je vier Gerade, durch vier je 
drei. Das Gebilde trägt in bezug auf Punkte und Gerade 
einen vollkommen dualistischen Charakter. 



Das zweite Fundamentalgebilde der Geometrie der Lage. 

1. Das im vorigen Paragraphen gefundene System von 
zehn Geraden und zehn Punkten ist nicht das einfachste 
Gebilde der Geometrie der Lage; es existiert vielmehr ein 
solches, bei dem nur neun Gerade auftreten, die sich zu je 
drei in einem Punkte schneiden, und neun Punkte, von denen 
je drei in einer Geraden liegen. Dasselbe wird durch fol- 
genden Satz definiert: Liegen je drei nicht aufeinander folffenda 
Punkte eines Sechsecks, welches durch einm susammenliängendcn 
Liniemvg hergestellt wird, auf je einer von swd G-eraden, so 
li^en die Schnitl^nkte von je swei gegenüberliegenden Seiten 
(d. b. von Seiten, die durch zwei andere voneinander getrennt 
sind) auf einer dritten Geraden. 

Beweis: In der Figur 31 (S. 132) seien A, B, C, D, E, F 
die Eckpunkte des Sechsecks, OÄ und OB die beiden Geraden, 
auf denen A, C, E und B, D, F liegen; wir wollen nun die 
Punkte U, Y, W, die Schnittpunkte von AB und DE, BC 
und EF, CD und FA ins Auge fassen. Bezeichnen wir 
noch, wie aus der Figur ersichtlich, die Eckpunkte der durch 
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die Geraden BC, DE, FA und AB, CT), EF gebildeten 
Dreiseitc mit A,, C,, E, und B,, D,, F, und denken wir 




uns die Seiten des Dreiecks A^C^E^ durcli AB, CD und EF 
geschnitten, so ist 

A^ U . C,A . EJi = — UC, . AEi . BA, , 
C, W. E^C.AJ)^- WE, . CA^ . BC, , 
E,V. A^E. C^F =r—VA,. EC^ . FE, 
und aufaerdem, wenn wir OA und OB als Schneidende be- 
trachten, 

FC, . AE, .CA, = — C,A .E,C. A,E, 
FF.,.BA, .-DC, = - EiB.A,I>.a,F. 
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Multipliziert man die fünf Gleiflliungen miteinander, so folgt 

A,u.c\w.:E,r^ - uc,.WE, .va,, 

woraus hervorgeht, dafs U, V, W in einer Geraden liegen. 

2. Die Figur kann auch aufgefafst werden als ein 
Komplex von drei Dreiecken, nämlich AiC^Ei, B^DiF^ und 
OPQ, die in vollständig symmetrischer Weise auftreten. Auf 
jeder Seite irgend eines dieser Dreiecke liegen drei Schnitt- 
punkte, gebildet von je zwei Seiten der beiden anderen 
Dreiecke. 

3. Sind die sechs Punkte A,C,E und S, I), F auf OA 
und OB gegeben, so kann man sie auf sechs Arten zu 
Sechsecken verbinden, deren Eckpunkte abwechselnd auf OA 
und OS liegen. Geht man nämlich von A aus, so kann 
man eine Seite nach H, D, F aieheii, dann hat man eine 
zweifache und hierauf nochmals eine zweifache Wahl; die so 
gefundene Zahl 12 ist durch 2 zu dividieren, da sich je 
zwei Sechsecke nur durch die Richtung des Linienzuges unter- 
scheiden. Durch Verbindung dieser sechs Sechsecke erhält 
man weitere merkwürdige Beziehungen, auf die hier jedoch 
nicht eingegangen werden soll. Sieht man von der Bedingung 
ab, dafs die Eckpunkte abwechselnd auf OA und OB liegen 
sollen, so erhält man weitere 54 Sechsecke, im ganzen also 
60. Unmittelbar ist aus einer Figur ersichtlich, dafs auch 
für die letzteren Sechsecke der bewiesene Satz bestehen bleibt, 
ohne jedoch ein Gebilde der Geometrie der Lage zu liefern. 

4. Das gefundene Aggregat von Punkten und Geraden 
erscheint in der höheren Geometrie als Spezialfall des Satzes 
vom Poscoi'sehen Sechseck (man braucht nämlich in letzterem 
als Kegelschnitt nur zwei Gerade anzunehmen) und weiterhin 
mit dem genannten Satze zusammen als Spezialfall des Theo- 
rems, dafs drei Kurven dritter Ordnung, welche durch die- 
selben acht Punlcte gehen, auch einen neunten Punkt ge- 
meinsam haben (jedes der drei oben genannten Dreiecke stellt 
eine Kurve dritter Ordnung dar). 

5. Wir knüpfen an die gefundenen Resultate die Frage 
an: welches sind die einfachsten Gebilde der Geometrie der Lage? 
Die allgemeinere Aufgabe, alle Gebilde der Geometrie der 
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Lagu aiifaiistellen, mufs unbüaiitwortet bleiben, da zur Zeit 
keine auch nur einigermarsen abschiiefsenden Untersuchungen 
über diesen Gegenstand existieren. 

Das Charakteristische dieser Gebilde besteht darin, dafa 
Punkte vorhanden sind, in denen mindestens drei Gerade 
zusammentreffen, und Gerade, auf denen mindestens drei 
Punkte liegen. Alle anderen Geraden und Punkte sind für 
das Gebilde unwesentlich, da z. B, eine nur durch zwei 
Punkte fixierte Gerade nicht im Stande ist, weiter bestimmend 
zu wirken. Wir wollen Punkte, in denen sich drei Gerade 
schneiden, Hanptpwilctc, Gerade, auf denen diei Punkte liegen, 
Hauptg&-ade nennen, und nur diese in Betracht ziehen; Ge- 
bilde, bei denen mehr als drei Geiade durch einen Punkt 
gehen oder mehr als drei Punkte auf einer Geraden liegen, 
mögen hier von der Untersuchung ausgeschlossen bleiben; 
es ist klar, dafs sie mehr Punkte oder Geraden erfordern, 
als die der zu untersuchenden Art. n Gerade schneiden sich 
im allgemeinen in —— ^ — Punkten; gehen indessen m Gerade 
durch einen Punkt, so ist derselbe als r facher Schnitt- 
punkt zu zählen, da sich andernfalls die m Geraden in ebeu- 
sovielen Punkten schneiden könnten. Analoges gilt für die 
Verbindungageraden von « Punkten, Besteht nun eine Figur 
der Geometrie der Lage aus n Hauptgeraden, ao müssen auf 
jeder drei Hauptpunkte liegen, die wiederum je drei Haupt- 
geraden gemeinsam sind, so dafs man die Zahl der Haupt- 
punkte =' -T- = M findet; die Zahl der Hav^tgeradm ist also 
derjenigen der Hauptpunkte gleich. Die Zahl der einfachen 
Schnittpunkte und Yer bin dungsgeraden, die aufserdem in dem 
Gebilde auftreten, ist 

n(w — 1) __ 3„ _ _^1"__^I1 . 

Das Minimum für n ist hiernach 7, was auch direkt daraus 
hervorgeht, dafs eine Hauptgerade durch die Schnittpunkte 
von drei Paaren anderer Geraden hindurch gehen mufs. 

6. Die Möglichkeit eines Gebildes der Geometrie der 
Lage beruht zunächst auf kombinatorischen, dann aber auf 
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rein geometmchen BedingongeD. Bezeichnen wir die Haupt- 
punfete mit 1, 2, 3, ..., n, so müsaeu sich dieselben, da 
immer drei, nie vier von ihnen auf derselben Geraden liegen 
sollen, und immer nur drei Gerade durch einen der Punkte 
gehen sollen, derart in n Gruppen von je drei Punkten ordnen 
lassen, dafs jeder Punkt drei Gruppen angehört und niemals 
dieselbe Kombination von zwei Punkten in zwei verschie- 
denen Gruppen auftritt. Vertauscht man Gerade und Punkte, 
so ist dieselbe Anordnung notwendig. Da es hierbei nur auf 
vi-eseutlich verschiedene Arten der Zusammenstellung an- 
kommt, so betrachten wir alle, die durcK Verfcauschung der 
Elemente ineinander übergehen, als identisch. Man über- 
zeugt sich nun durch wirkliche Bildung der Zusammenstel- 
lungen leicht davon, dafs es für sieben und acht Gerade nur 
die folgenden Kombinationstypen giebt. 

a. Für sieben Punkte*): 

1, 2, 3 
1, 4, 5 

1, 6, 7 

2, 4, 6 

2, 5, 7 

3, 4, 7 
3, 5, 6. 

b. Für acht Punkte: 

1, 3, 4 
1, 5, 6 
1, 7, 8 



) M 1: ht 1 
i (- pp 



d d M gl hl. t d 
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Allein diesen Gruppen eutsprechen keine wirklichen Ge- 
bilde der gesuchten Art. Am leichtesten überzeugt man sich 
von der Nichtexisteuz eines solchen, wenn mau von speziellen, 
einfachen Figuren ausgeht; ei^iebt sich bei dieser Konstruk- 
tion kein Gebilde der Geometrie der Lage, so existiert ein 
solches überhaupt nicht. So kann mau bei einem Sieben- 
puuktgebilde die Punkte 1, 4, 3, 6 ab Eckpunkte eines 
Parallelogramms annehmen; 2 wird dann der Schnittpunkt 
der Diagonalen, während 5 und 7 zwei unendlich ferne 
Ihinkte sind; 2, 5 und 7 liegen nicht in einer Geraden. In 
ähnlicher Weise überzeugt man sich, dafs auch die Zusammen- 
stellung von acht Punkten kein Ergebnis liefert. Man findet: 

Ein Gebilde der Geometrie der Lage entliält mindestens neun 
Mauptgerade oder neun HaupipunJcte. 

7. Von der soeben durchgeführten Untersuchung ist 
eine andere wesentlich verschieden. Wenn wir dargetban 
haben, dafs ein Gebilde der Geometrie der Lage mit acht 
Hauptpunkten und Hauptgeraden nicht existiert, d. h. dafs 
bei geeigneter Gruppierung der acht Punkte zu dreien auf 
sieben der Geraden nicht notwendigerweise folgt, dafs noch 
drei weitere dieser Punkte durch eine Gerade verbunden 
werden, so ist hiermit keineswegs die Existenz eines spe^i£ll£]t 
Gebildes bestritten, welches diese Eigenschaft besitzt. In 
der That existiert ein solches. Man nennt Gebilde dieser 
Art Konfigurationen. 

Bei neun und zehn Geraden wird die Untersuchung be- 
deutend verwickelter. Aufser dem uns bekannt gewordenen 
ist kein Gebilde der Geometrie der Lage mit neun Haupt- 
punkten und neun Hauptgeraden vorhanden; dagegen existie- 
ren noch zwei spezielle Konfigurationen, welche jene Ele- 
mente enthalten. 

Bei zehn Hauptpunkten und Hauptgeraden treten noch 
neun Konfigurationen auf. 

Bei einer grofseren Elementenzahl existieren zahlreiche 
Lagengebilde, über welche noch keine zusammenfassende 
Übersicht vorhanden ist*). 

*) Hierher gehören die weitergehenden Untersuchungen über das 
Fascal'sclie nnd Brianelwn' sehe Sechseck. Von neuesten Abhandlungen 
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Die Beaiehuugeii der Geometrie der Lage zum Paralleleu- 
axiom werden wir erst in der Stereometrie klurafcelleii. 



§ 32. 
Die KoUineation,') 

1. Die ai'imtliclien Punkte und Geraden, welche in der- 
selben Ebene liegeiij bezeichnet man als ein ebenes Si/slcui. 
Man nennt nach MÖhius zwei ebene Systeme einander holUnear 
zugeordnet, wenn jedem Punkte des einen ein einziger Punkt 
des andern zugewiesen ist derart, dafs alle Punkte, die in 
dem einen auf einer Geraden liegen, auch in dem andern 
diese Eigenschaft haben; ea entspricht daher auch jeder 
Geraden des einen eine Gerade des anderen Systems und 
dem Schnittpunkt zweier Geraden des einen der Schnittpunkt 
der entsprechenden Geraden des anderen. 

Bei den folgenden Untei&uchungen müssen wu die weitere 
Bedingung hinzutreten iaaaen, dafs die Zuordnung eine sMij^ 
ist, d h daf'5 zwei unendlich benachbarten Punkten des eimn 
Systems zwei unendhih benachbarte des indeien entspieihen 
nur m dei Umgebung des unendlich fernen Punktes soll eine 
Ausnahme zulässig sein Es ist bis jetzt nicht gelungen, 
diese Bedingung unnötig zu miUien, lesp sie aus den übrigen 
Bedingungen der Kollineation herzuleiten 

Dafs solche koUineare 'Systeme m uneudlichei Menge 
existieren, ist stereometiiaeh unmittelbar cmzuseheu, mm 

über Elumentargebilde der Geonietne d«i Lage sind zu erwähnen 
Hess Beitrage ur ITieorte der vtcl rfach peripeMtvts<^ien Dreiecke unä 
Tetraeder, Mnth Ann B 28 p 167 und S Juoter das Clclsch scftt 
Sechseck, ebenda» , p 457 

Über ebene Konfigwationfn handotn die Publikationen von S. 
Kantor: Über die Konfigurationen (3, 3) mit den Indices S, 9 und 
ihren ZusantmenJiang mtt den Kurven dritter Ordntmg und Die Kon- 
figurationen (3, 3)io, Sitzungaber der Wiener Altad., B. 94, p. 915—932 
und p. 1291-1314 

*) Vgl über diö Darstellung in diesem und dem folgenden Para- 
graphen, BOwie bei den entepiecliendeii räumliclien üntersuchimgea : 
B^e, Du dtomettie der Lage, J Abt. — Foncelet, Möbius, Flüdcer, 
Steiner, ChasUa, v Staudt verdankt man hauptsächlich die Entwicte- 
lung der folgeudtn Begi'ifie 
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braucht nur immer zwei Punkte zweier beliebig im Baume 
gelegenen Ebenen einander zuzuweisen, die von den durch 
einen festen Punkt gelegten Geraden ausgeschnitten werden. 
Jede ähnliche Abbildung eines ebenen Systems ist zu diesem 
kol linear. 

2. Jedem Viereck mit seinen Diagonalen des einen von 
zwei kollinearen Systenaen ent&piicht ein ebensolches Gebilde 
in dem anderen. Da man aber zu iigend drei Punkten einer 
Geraden den vierten harmonischen durch Konstruktion eines 
Vierecks finden kann (§ 29, b), so mhptechen irgend welchen 
vier )iannonischeH Punkten des etncn Systems wr hormonisclie 
Fm^te des andern"'). Aus § 29, 7 folgt weiter, dafs jeder 
Punktreihe des einen Systems eine ihi pjojektivisch zugeord- 
nete des andern entsprechen niufs Auch einem Strahlen- 



büsehel des ( 




entspricht ein jnojehfmbclier Sfcrahlenbüschel 
des anderen, da man beide 
Büschel auf zwei ent- 
sprechende Gerade per- 
spektivisch - p roj ek ti vi s eh 
beziehen kann. 

3. Zwei ebene Systeme 
können immer und nur auf 
,--'' eine eingigeWeise einander 

'" derart koUinear mtgeord- 

net werden, dafs vier Punk- 
ten des einen, von denen 
,' heine drei in einer Geraden 

' liegen, vier beliebte Punkte 

^ des andern, die dieseHeße- 

-f.L___ dingung befriedigen, will- 
Jiürlich als entsprechend 



Beweis: Seien (Fig. 32) 

A, B, C, D und Au 5„ 

6'i, Dy die zugeordneten 

Punkte. Zieht mau die Geraden AB und CD, AjB, und Cii>i, 

*) Zur Anwendung von § 29, 6 ist die gemaohte Voran ssetcung 
der Stetigkeit der Zuordnung notwendig. 
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die resp. die Schnittpunkte IE und E, liefern, ao müssen die 
durch Ali und Ä^B^^ CD und Cji)^ bestimmten Punktreiheu 
einander projektivisch in der Weise zugeordnet werden, dafs 
die Punkte Ä, B, E und C, D, E den Punkten A^, B,, E^ 
und C,, i),, E^ entsprechen; diese Zuordnung ist immer und 
nur auf eine Art möglict (§ 28, 7). Schneidet nun eine 
Gerade des ersten Systems die Geraden AB und CB in F 
und G, so mufs ihr in dem andern System die Gerade zu- 
geordnet werden, welche durch die entsprechenden Punkte 
i*\ und trj der Punktreihen A^B^ und O^B, fixiert ist. Jeder 
Geraden des einen Systems ist also eine Gerade des anderen 
eindeutig zugewiesen*), Allen Geraden des ersten Systems, 
welche durch denselben Punkt gehen, entsprechen aber in 
dem zweiten Systeme Gerade, welche einen Punkt 0^ ge- 
meinsam haben. Die Strahlen des Büschels beziehen näm- 
lich die Punktreiheu AB und CD perspektivisch- projektivisch 
aufeinander; die zu diesen projekti vi sehen Punktreihen A^B^ 
und C^By sind daher auch projektivisch aufeinander bezogen 
und befinden sich, da sie den Puukt Z^ entsprechend gemein 
haben, in perspektivischer Lage (§ 28, S;; die Verbiudungs- 
geraden entsprechender Punkte beider gehen daher durch 
denselben Punkt O^. Auf diese Art ist jedem behebigen 
Punkte des ersten Systems ein einziger 0^ des zweiten als 
Schnittpunkt der entsprechenden Strahlen zugewiesen. Somit 
ist allen Anforderungen der kolliuearen Zuordnung genügt. 

4. Wenn zwei kol lineare Gebilde in dieselbe Ebene 
verlegt werden, so kann der Fall eintreten, dafs beide sämt- 
liche Punkte einer Geraden als sich selbst entsprechende 
gemeinsam haben; man sagt dann: die kollinearen ebenen 
Gebilde befinden sich in perspektivischer Lage, 

Istp die fraglicheGerade und sind A,B,C ... und Äi,B^, 
C, . . . entsprechende Punkte der kollinearen Gebilde, so mufs 

*) Diese emdeutir;!0 Ziordnunj, wnd zweitelhaft für Gerade, welche 
durch die Punkte E ind E^ gphen wegen der voraueges etilen Ste- 
tigkeit der Z lor inunj, i^t aber hier ein Gie iz ibergaog möglich, Nach- 
dem die Zuotdning als mogln.h nachgewiesen ist kann man die Kon- 
struktion leicht mit Hilfe andeier Ucraden z B. AB und A^D^, 
ansfuhren 
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der Schnittpunkt irgend zweier entsprechenden Verbitiduiigs- 
geraden, z. B. ÄJB und Ä^Bi auf j) liegen; denn die Schnitt- 
punkte von p und AB, p und A^B^ müssen einander ent- 
sprechen, also identisch sein, da jeder Punkt von p sich 
seibat entspricht. Da nun die Schnittpunkte der entsprechen- 
den Seiten der Dreiecke ABC und A^ B^ C^ auf derselben 
Geraden p liegen, so müssen die Verbindungsgeraden ihrer 
entsprechenden Eckpunkte AA^, BB^, CC^ nach §30 durch 
denselben Punkt P gehen. Lassen wir C alle mijghchen 
Lagen annehmen, während wir A und B beibehalten, so 
bleibt der Schnittpunkt immer derselbe. Wir finden den Satz: 

Befinden sich swei holUneare ebene Gebilde in perspekti- 
vischer Lage, so haben sie nicht nur sämtliche Funkte p einer 
Pmtkkeilie, sondern auch sämtliche Strahlen eines Büschels F 
entsprechend gemein. Je zwei entsprechende Strahlen schnei- 
den sich also auf derselben Geraden p, der Achse der Kolli- 
neation, und die Verbinduugsgeraden je zweier entsprechen- 
den Punkte gehen durch deuaelben Punkt P, das Zentrtim 
der KoUineation. 

Übrigens beweist man genau iu der gleichen Weise, dal"s 
zwei in derselben Ebene gelegene kollineare Gebilde, welche 
einen Strahlenbüachel entsprechend gemein haben, auch eine 
gemeinsame Punbtreihe besitzen. 

5. Mehrere Pnnktreihen können zwei ebenen kolli- 
nearen Gebilden nicht gemeinsam sein, weun diese nicht iden- 
tisch sein aollen. In diesem Falle mufs nämlich auch jede 
Verbindungsgerade zweier Punkte dieser Punktreihen, d. h. 
jede beliebige Gerade beiden Gebilden gemeinsam sein. Dus 
Gleiche gilt, wenn zwei gemeinsame Strahlenböschel vor- 
handen sind. Es können daher die beiden nicht identischen 
Systeme aufser der Koliineationsachse keine zwei Punkte ent- 
sprechend gemein haben; auf der durch beide Punkte fixierten 
Punktreihe würde nämlich noch ein dritter gemeinsamer Punkt 
(ihr Schnittpunkt mit der Koliineationsachse) liegen, so dafs 
sie beiden Systemen punktweise gemeinsam wäre. Es existiert 
aufser der Koliineationsachse nur ein gemeinsamer Punkt: 
das Zentrum der KoUineation, Ebenso existiert aufser den 
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uneadlieh vielen durch das letztere gehenden Strahlen nur 
noch eine gemeinsame Gerade: die Kollineationsachse*). 

Die kollineare Zuordnung in perspektivischer Lage ist 
vollkommen bestimmt, wenn anfser der Achse und dem Zen- 
trum der KollineatJon noch ein entsprechendes Punktepaar, 
das natürlich mit dem Zentrum auf einer Geraden liegt {oder 
auch ein Geradenpaar, das sich auf der Achse schneidet), ge- 
geben ist. Die lineare Konstruktion der Koliineation ist in 
beiden Fällen so unmittelbar einleuchtend, dafa wir sie dem 
Leser überlassen können. 

6. Um nun den Nachweis zu führen, dafs zwei gege- 
bene kollineare ebene Systeme S und Zl^ (mit gewissen Aus- 
nahmen) iu perspektivische Lage gebracht werden können, 
unterscheiden wir zwei Fälle: Es können sich in beiden 
Systemen die unendlich fernen Geraden entsprechen oder 
nicht Wir nehmen zuerst das letztere an. Die Gerade des 
einen Systems, welche der unendlich fernen Geraden des 
andern entspricht, wird dann die Gegenachse genannt; seien p 
und q^ die Gegenachsen in S und Z^j, Liegt nun der Mittel- 
punkt eines Straliienbüscbels in S auf der unendlich fernen 
Geraden, ist letzterer also ein Paralielstrahlenbüschel, so liegt 
der Mittelpunkt des entsprechenden Büschels in S^ auf 5^, und 
auf p liegen die Mittelpunkte der Büschel, weichen Parallei- 
strahienbOsehel in S-^ zugeordnet sind. Sind insbesondere 
die Strahlen eines Büschels von 2 der Gegenachse p parallel 
(so dafs der Mittelpunkt der Schnittpunkt von p und der 
unendlich fernen Geraden ist), so werden die Strahlen des 
entsprechenden Büschels von S^ zu q^ parallel (weil ihr 
Mittelpunkt der Schnittpunkt der unendlich fernen Geraden 
und $1 ist); im Übrigen entsprechen sich keine Paralielstrahlen- 
büschel beider Systeme. Soll nun in beiden Systemen je eine 
Gerade vorhanden sein, die sich zur Kollineationsachse eignet, 
d. h. eine Gerade, deren Punktreihe der entsprechenden des 
andern Systems projektivisch gleich ist, so dafs sie mit ihr 
zum Zusammenfallen gebracht werden kann, so mul's die- 



*) Eb kann auch das Zentrum der Koliineation auf der Achse der- 
selben liegen, ohne dafe eine hesondere Singnlarität eintritt. 
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selbe der Ge^eüdch^e parallel lauten; denn beim Zusammen- 
legen beider fe)8teme mit der Kollmeationsaelise müssen sich 
einerseits p und die unendlich feine Gerade von 22^, anderer- 
seits 3i und die unendlich ferne Gerade von H auf ihr schnei- 
den, d. h. p und 5, müssen sie in unendlicher Ferne treffen. 
Um in beiden Systemen zur Gegenachse parallele entsprechende 
Gerade zu finden, die projekti?iseh gleich sind, nehmen wir 
in 2 einen beliebigen Parallelstrahlenbüsehel an, welcher p 
nicht parallel lat und greifen von demselben drei Strahlen 
a, b, c heraus, welche auf }7, aUo auch auf jeder zu ihm 
parallelen Geraden, zwei gleiche Strecken ausschneiden. Der 
vierte harmonische Punkt zu den drei auf p ausgeschnittenen 
ist dann der unendlich ferne, der vierte harmonische Strahl 
zu a, b, c also die unendlich ferne Gerade (§ 29, 3). Die 
entsprechenden "strahlen a,, b^, c, schneiden sich auf g,; der 
vierte harmonische fetrahl zu ihnen mufs g, seihst sein, weil 
es der unendlich fernen Geraden entspricht. Auf einer zu gj 
parallelen Geraden liegt also von den vier durch öj, ^i, c,, g, 
ausgeschnittenen harmonischen Punkten der eine im Unend- 
lichen, weshalb die drei übrigen gleiche Abstände markieren. 
Letztere können durch Verschieben der Parallelen beliebig 
klein und grofs gemacht werden. Es ist einleuchtend, dafs 
sich zu beiden Seiten von j, in gleichem Abstand jederseits 
eine Gerade m^ und n, findet, auf welcher die drei Punkte 
dieselben Abstände haben wie auf den entsprechenden, zu p 
parallelen Geraden m und n; die entsprechenden Punktreihen 
mj und m, «^ und n sind projektivisch gleich, da sie mit 
drei Punkten zur Deckung gebracht werden können, und 
beide Paare dürfen als Kollineationsaehse benutzt werden. Sind 
die KoUineation Sachsen geeignet ineinander gelegt, so können 
die Systeme durch Umklappen des einen um die Kollineations- 
aehse in eine zweite passende Lage gebracht werden. Die per- 
spekliviscke Anordnung ist also, wenn die heidm unendlich fernen 
Geraden sich nicht entsprechen, immer und nur auf vier Arten 



7. Wenn die unendlich fernen Geraden beider Systeme 
einander entsprechen, so ist zunächst der Fall möglich, dafs 
dieselben projektivisch gleich sind, dafs sie also bei geeig- 
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neter IneiHanderlegung als Kollineafcionsachse dienen kimnen. 
Je zwei entsprechende Gerade der perspektivisch gelegten 
Systeme schneiden sich dann auf der unendlich fernen KolU- 
neationaachse, sind also parailei. Infolge dessen sind je zwei 
entsprechende Dreiecke winkejgleich, die beiden Systeme also 
einander aknlich, je zwei entsprechende Strecken stehen in 
demselben festen Verhältnis. Legt man umgekehrt zwei ähn- 
liche Systeme so, dafs je zwei entsprechende Gerade parallel 
werden, so schneiden sieh letztere auf der unendlich fernen 
Geraden, die Lage ist perspektivisch. Es mufa alsdann ein 
Kollineationszentrum existieren, welches man in diesem Falle 
ÄhnlickkeitspunM nennt und durch Verbinden von zwei ent- 
sprechenden Pimktepaaren findet. Die perspektivische Lage 
kann in diesem Falle auf unendlich viele Arten erzielt wer- 
den. Liegen zwei entsprechende Gerade parailei, so sind ent- 
weder, wie unmittelbar nachzuweisen, alle entsprechenden 
Geraden parallel oder werden es durch Umklappen des einen 
Systems um die zugehörige Parallele; letztere kann aufserdem 
um einen ihrer Punkte um 2B gedreht werden. Je zwei 
entsprechende Punkte kommen entweder auf dieselbe Seite 
oder auf verschiedene Seiten des Ähnlichkeits punkte s zu lie- 
gen; durch die erwähnte Umdrehung läfst sich der eine Fall 
in den andern überführen. Dafs entsprechende Strecken der 
Systeme in gleichem Verhältnis stehen, ergiebt sich aus der 
Ähnlichkeit der entstehenden Dreiecke. 

Die gesamte Ähnlichkeits lehre ordnet sich hiermit als 
ein Spezialfall in die Lehre von der allgemeinen KoUineation 
ein, aber als ein singulärer Spezialfall; denn es sind hier 
unendlich viele perspektivische Lagen möglich, was im all- 
gemeinen nicht der Fall ist. Auch mul's hervorgehoben wer- 
den, dafs sich zu einem System ein ähnliches nicht linear 
konstruieren läfst. 

Ein Spezialfall der Ähnlichkeit ist die Gleichkeit, d. h. 
die völlige Übereinstimmung von £ und 2.',, In der per- 
spektivischen Lage liegt dann das Kollineationszentrum im 
Unendlichen oder in der Mitte zwischen je zwei entspre- 
chenden Punkten. 

8. Die unendlich fernen Geraden zweier Systeme 2] und 
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Uj köuneü sicli auch einander entsprechen, ohne dafs sie 
projektivisch gleich sind; alsdann mufs, falls die Systeme in 
perspektiyisclie Lage gebracht werden können und gebracht 
werden, daa Kollineations Zentrum in der unendlich fernen 
Geraden liegen, während die Kolli neationsachse eine im End- 
lichen gelegene Gerade ist. Da jedem unendlich fernen Punkte 
von £ ein unendlich ferner Punkt von U, zugeordnet ist, 
entspricht einem Büschel paralleler Geraden von S wieder 
ein Büschel paralleler Geraden in £^, Und umgekehrt ist 
evident, dafs wenn jedem Parallelstrahlenbüsehel von £ ein 
ebensolcher von U^ zugeordnet ist, die unendlich fernen Ge- 
raden beider Systeme sich entsprechen. Wenn aber zwei 
Parallelstrahlenbßschel projektivisch sind, so schneiden sie 
aus irgend welchen Geraden projektivisch ähnliche Punkt- 
reihen aus, wie man leicht einsieht, wenn man die Büschel 
in perspektivische Lage bringt; daher sind alle entsprechen- 
den Punttreihen projektivisch ähnlich. Man nennt solche 
Systeme affin*). Um Z! und Z^, in der allgemeinsten Weise 
einander affin zuzuordnen, weisen wir drei nicht in einer 
Geraden gelegene Punkte von S drei ebensolchen von .£, zu. 
Da in affinen Systemen Parallelogrammen Parallelogramme 
entsprechen und durch drei Eckpunkte eines Parallelogram- 
mes der vierte bestimmt ist, so ist hierdurch eine kollineare 
Verwandtschaft eindeutig festgesetzt, uud da die uneniilich 
fernen Schnittpunkte je zweier Parallelogramm Seiten sich 
paarweise entsprechen müssen, so entsprechen sich auch die 
unendlich fernen Geraden, so dafs die Zuordnung wirklich 
affin ist. 

Wegen der projektiv! sehen Ähnlichkeit entsprechender 
Punktreihen kann man die Konstruktion auch folgendermafsen 
ausführen. Man fixiere in Z! und 27^ durch je zwei nicht 
parallele Geraden a, b und «j, öj mit den Schnittpunkten 
und 0^ je zwei Richtungen willkürlich und ordne a und a,, 
b und 6| einander zu. Den Punkten Ä und B von a und b 

*) Diese Bezeicknnng rührt von Euler her, der in seiner Intro- 
duetio Mt Anal. Infin., T. II, Cap. XVni afSne Figuren durch Ände- 
derung der Abscissen und Ordinaten nach bestimmten Verhältnissen 
erzeugt werden iäfat. 
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ordnet mau Punkte Ä^ und B^ von a, und ftj in der Weise 
zu, daft man 0(^4^ = m.OÄ und O^B^ = n.OB macht, 
worin m und n konstante Faktoren bezeichnen. Die Zuord- 
nung anderer Punkte geschieht durch Parallelenlegung zu a, 
b, a, und h^. Man kann also sagen, dafa ein affines Gebilde 
aus dem andern dadurch hervorgeht, dafs man das letztere 
in zwei Richtungen nach verschiedenem Mafsstabe dehnt oder 
verkürzt und dann noch eine Drehung dieser Richtungen 
gegen einander vornimmt, 

9. Affine Systeme können nicht immer in perspektivische 
Lage gebracht werden. Um dies zu bewerkstelligen, ist es 
nämlich nötig entsprechende Richtungen in beiden Gebilden 
aufzufinden, in denen entsprechende Strecken gleich sind; 
sind solche Richtungen ausfindig gemacht, so kann jedes 
entsprechende Geradenpaar in denselben zur KoUineations- 
achse vereinigt werden, worauf noch ein Umklappen statthaft 
ist. Allein solche Richtungen brauchen nicht zu existieren; 
man erkennt beispielsweise aus der letzten Konstruktion, 
dafs nach zwei Richtungen eines Gebildes hin derartige Ver- 
gröfserungen vorgenommen werden können, dafs überhaupt 
in allen Richtungen eine VergrÖfserung eintreten mufs. 

10. Denkt man sieh die Ebenen der affinen Systeme 
£ und Z^i mit je zwei entsprechenden Büscheln von Parallel- 
strahlen überdeckt, die jeweilig gleichen, beliebig kleinen 
Abstand haben, so werden beide Ebenen in unendlich viele, 
unendlich kleine Parallelogramme zerlegt, die in einer Ebene 
sämtlich gleich sind. Entsprechende begrenzte Figuren der 
beiden Gebilde enthalten die gleiche Zahl solcher Parallelo- 
grarame (für die am Rande gelegenen ist eine einfache Grenz- 
betrachtung anzustellen, die hier übergangen werden kann), 
ihr Inhalt verhält sich also wie derjenige zweier dieser. Man 
kann daher den Satz aussprechen: 

In affinen Systemen stehen die Flächeninhalte entsprechen- 
der Figuren in einem 'konsta/ntßn Verhältnis*). 



') Im apeziellon Falle kann der Fläch eoinhalt der gleiche eein; 
die Beaiehung wird dann wohl als Äfßngleiclthei't bezeichnet, S. hier- 
aber Krme, Elemente der Gecmietrie, p. 95. 
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11. Die Utitersuehung über die Affiaität (und die Ähn- 
lichkeit sowie Gleiehlieitj die als Spezialfälle derselben er- 
scheinen) zeigt uns, dafs die unendlich fernen Punkte keines- 
wegs immer wie endliche behandelt werden dürfen; wenn 
wir dies in vielen Fällen tbaten, so geschah es doch nur 
da, wo durch einen Grenzübergang der Nachweis der Rich- 
tigkeit sicher erbracht werden konnte. Im allgemeinen ist 
es unerläfslich, bei Operationen mit dem Unendlichen auch 
in der Geometrie die Strenge anzuwenden, die bei algebraisch- 
analytischen Untersuchungen gegenwärtig als selbstverständ- 
lich betrachtet wird. 

12. Verwandelt man irgend ein ebenes Gebilde in ein 
kollineares, so modifiziert diese Umwandlung das äufsere 
Ansehen oft beträchtlich; trotzdem bleibt eine leicht zu um- 
grenzende Klasse von Eigenschaften ungeändert; man kann 
sagen: Alle Melationen, die auf keinen andern Besonderheiten 
berulten, als dafs gewisse Gerade dwrch bestimmte Funkte gdien 
oder dafs gewisse Punkte auf besUmmten Geraden liegen, wer- 
den durch die EolUneation nicht alteriert. Alle Gebilde der 
Geometrie der Lage verlieren also ihren Charakter nicht; 
die allgemeinen metrischen Relationen bleiben unverändert 
in Geltung, In diesen Relationen treten nur jeweilig Stücke 
von einem der beiden Gebilde auf; aber es giebt auch eine 
allgemeine Beziehung zwischen Stücken der beiden kolli- 
nearen Gebilde: die entsprechenden Doppelverhältnisse sind ein- 
muJer gleich. 

Geändert werden dagegen durch die Koilineation im all- 
gememen nicht nur Strecken und Winkel selbst, sondern 
auch deren Verhältnisse. Einem gleichseitigen Dreieck kann 
ein ungleichseitiges, einem rechtwinkligen Viereck ein ganz 
beliebiges entsprechen. Man bezeichnet alle geometrischen 
Formeln, die durch Koilineation keine Änderung erfahren 
als projektivische. 

Besonders auffällig wird die Änderung durch Koilineation, 
wenn im Endlichen gelegene Punkte ins Unendliche gerückt 
werden und umgekehrt, wie dies immer vorkommt, wenn 
die Beziehung keine affine ist. 
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§33. 
Die Beciprozität; das Prineip der Dualität. 

1. War schon die Verwandtschaft der KoUineation 
geeignet, den geometrischen Gesichtskreis bedeutend zu er- 
weitern, so gilt dies noch in höherem Mafse von der Ver- 
wandtschaft der Seciprosüät, welche uns direkt zu dem schon 
öfters angedeuteten Prinz-ipe der DualHät*) führt. Wir nennen 
zwei ebene Systeme £ und S^ reciprok zugeordnet, wenn 
jedem Punkte von E eine Gerade von S^, jeder Geraden von 
E ein Punkt von 2^^ und somit dem Schnittpunkt zweier 
Geraden von E die Verbindungs gerade zweier Punkte von £; 
und umgekehrt entspricht. Auch hier ist die Bedingung der 
Stetigkeit der Zuordnung zuzufügen; zwei unendlich benach- 
barten Punkten des einen Systems sollen zwei Gerade ent- 
sprechen, welche einen unendlich kleinen Winkel miteinander 
bilden oder im Falle des Parallelaeins einen unendlich kleinen 
Abstand haben und umgekehrt; hei deu unendlich fernen 
Punkten und Geraden ist eine Ausnahme zu machen. 

Jedem Viereck AB CD in E entspricht ein Vierseit 
a^h^c^ä, in E^, jeder der sechs Seiten des ersteren einer der 
sechs Eckpunkte des letzteren, jedem Di agon alpunkte des 
Vierecks eine Diagonale des Vierseits, jeder Diagonale des 
Vierecks ein Diagonalpunkt des Vierseits; dea vier harmoni- 
schen Punkten, die durch die Seiten und Diagonalen des Vier- 
ecks auf einer der ersteren ausgeschnitten werden, entsprechen 
die vier harmonischen Strahlen, die von einem der Eckpunkte 
des entsprechend vervoll. ständigten Vierseits ausgehen. Je 
vier harmonischea Punkten in E entsprechen demnach je 
vier harmonische Strahlen in E^. Nach § 29, 7 schliefsen 
wir hieraus: 

Jeder PuiiktreUie des ei^n von Bwei rcciproken Systemen 
entspricht ein m ihr projekävischer StraMenbüschel des andern. 

*) Die leeiproke Zuordnung wurde von Foncelet in seinem grund- 
legenden Werke: Tratte des propriMis projectives des ^gwee vielfach 
angewandt; das allgemeine Prinzip der Dualität wurde zuerst von 
Ger gönne auagesp rocken. 

10* 
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2. Hiernach kann die Konstruktion reciproker Systeme 
ganz analog zu derjenigen kol linearer ausgeführt werden. 
Die Beziebung ist eindeutig festgesetzt, wenn wir vier will- 
kürlichen Punkten Ä, B, C, D von S, unter denen keine 
drei in einer Geraden liegen, vier Gerade a^, \, Cj, ri, von 
Sy, unter denen keine drei durch einen Punkt gehen, zuord- 
nen. Schneiden sich nUmlich die Geraden AH und CD im 
Punkte -E, so entspricht letzterem die Gerade e^, welche die 
Punkte öji), und c^d^ verbindet. Durch die drei Punkte A, 
B, E und die drei zugeordneten Strahlen ßi, t,, e^ ist die 
projektivische Beziehung zwischen der Punktreihe AB und 
dem Strahlenbüschel a^h^ eindeutig festgesetzt; das Gleiche 
gilt für CD und Cj (\ . Hierdurch ist aber jeder Geraden in 
27 ein Punkt in J^j zugewiesen; denn der Verbindungslinie 
irgend zweier Punkte von AB und CD entspricht der Schnitt- 
punkt der entsprechenden Strahlen von a^b^ und Cidi. Allen 
Strahlen von 2?, welche durch denselben Punkt gehen, 
entsprechen in 2/j die Punkte, welche auf der zugeordneten 
Geraden o, liegen. Durch die Strahlen von werden näm- 
lich AB und CD perspektivJsch-projektivisch auf einander be- 
zogen, weshalb auch die Büschel «j6j und Cid, in projektivische 
Beziehung gesetzt sind, wenn in ihnen die Strahlen einander 
zugeordnet werden, welche den zugeordneten Punkten von 
AB und CD entsprechen; da aber die Büschel a^b^ und 
Cjröj den Strahl e^ gemeinsam haben, so befinden sie sich in 
perspektivischer Lage, und die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen liegen auf derselben Geraden o, . Hieraus geht 
hervor, dafs die hergestellte Beziehung den Anforderungen 
der reciproken Verwandtschaft genügt. 

3. Wenn zwei Systeme zu demselben dritten reciprok 
sind, so sind sie zueinander kollinear. Die Untersuchungen 
über Kollineation, aufser denen über die perspektivische Lage, 
können daher aus denen über Reciprozität abgeleitet werden. 

1t, Durch den geführten Nachweis, dafs zu jedem ebenen 
System unendlich viele reeiproke konstruiert werden können, 
ist das Frinsip der Dualität begründet. Wir können den Satz 
aussprechen: 

Aus jedem Satze der Geometrie der Lage geht ein weiterer 
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richtiger Sats dadurch hervor, dafs man die Worte Pui^t und 
Gerade, Schnittptinkt und Veriindungsgerade veriauscht. 

Mall braucht eben nur zu dem Gebilde, welclies den 
ersten Satz darstellt, daa reciproke zu konstruieren, um die 
Richtigkeit hiervon einzusehen*). Wie verhält es sich aber 
mit den metrischen Relationen? Besteht eine Dualität zwi- 
schen Strecken, die von zwei Punkten eingeschlossen werden 
und Winkeln, die durch zwei Gerade bestimmt werden? 
Diese Fragen können im allgemeinen nicht bejaht werden; 
doch findet ein beschränkter Dualismus allerdings statt. 

Betrachten wir zuerst das Dreieck, so steht der Relation 
zwischen den drei Winkeln keine Relation zwischen den 
Seiten gegenüber. Dagegen entspricht der ' 



sich selbst in der Art dualistisch, dafs er keine Änderung er- 
leidet, wenn man die Seiten und die Sinus der gegenüber- 
liegenden Winkel vertauscht. Versucht man dasselbe bei dem 
Kosinussatze: a^ =^1)^ -\- c^ — 2hc )/ 1 — sin* tc, so gelangt 
man wiederum zu keinem richtigen Resultate, Der Satz des 
Menelaos besitzt ein reciprokes Änalogon, bei welchem die 
Strecken durch die Sinus der entsprechenden Winkel ersetzt 
erscheinen ('s § 27 ">) Die dritte Vierseitsrelation dagegen 
besitzt keih leciproles Änalogon 

Je vier Punkte einer Geiaden und je vier entsprechende 
Strahlen eines Büschels besitzen dasselbe Doppelverhältnis, 
Dies alles zu^ammentiisseud kann man stgen; 

Ihe metuscken Belationeti sengen nm teilweise einen Dua- 
lismus, det dann hebteht, dafs man Stieclen mit den Sinus der 
analogen Winkel vei tauschen darf 

Der Versuch, direkt mittels der reciproken Zuordnung 
derartige dualistische Formeln herzuleiten, führt im allge- 



*) Die früher gefundenen Gebilde der Geometrie der Lage ent- 
sprechen Bich. selbst dnalietiGch, doch braucht dies mit anderen durch- 
aus nicht dei Fall i\. sein 



Hosted by 



Google 



150 Planimetrie. 

meinen auf komplizierte Ausdrücke, aus denen die spe- 
ziellen Bestimmuugs stücke der gewählten Zuordnung nicht 
herausfallen *). 

Weitere Untersuchungen über reciproke ebene Systeme, 
uamentlich solche, welche ineinander liegen, würden über 
die Grenzen bioausführen, die wir unserer Darstellung ge- 
steckt haben. 

*) Eingehenderes Merüber findet man bei Harikel, die Elemente der 
projektiviBCheii Geometrie in synthetischer Behandlung (Leipzig 1S75), 
p. 75 S. 



Hosted by 



Google 



Stereometrie. 



rimdamental ver hältniase . 

1 . Das Gebiet der Stereometrie, der Lehre von den rUura- 
]icben Oebilden, ist wegen der grofseren Zahl der auftreten- 
den Elemente ein ausgedehnteres als das der Planimetrie, 
welche sich als Spezialfall in jenes einreiht. Wenn that- 
sächlich die wissenschaftliche Ausbeute den hiernach zu- 
hegenden Erwartungen nicht ganz entspricht, wenn uns zwar 
zahlreiche einfache Sätzchen, aber weit weniger wirklich 
interessante Resultate begegnen, so liegt dies hauptsächlich 
in dem Umstände, daXs bei Ebenen keine metrischen Eelationm 
auftreten, die mit den bei Geraden gefundenen auf gleicher 
Stufe stehen. Kein Wunder, dafs infolge dessen die Stereo- 
metrie in vielen Büehem nur stiefmütterlich behandelt wird 
und zahlreiche Autoren von Elementar büehem ihre Darstellung 
nicht über die Planimetrie hinaus ausdehnen. Wir werden 
uns hierdurch nicht abhalten lassen, gerade der Stereometrie 
eine eingehende und die fundamentalen Verhältnisse beleuch- 
tenden Darstellung zu teil werden zu lassen. Namentlich die 
Stellung zu dem Parallelenaxiom bedarf besonderer Aufmerk- 
samkeit; wir werden zuerst nur Sätze bringen, welche von 
demselben unabhängig sind und später die Abhängigkeit oder 
Unabhängigkeit von ihm immer hervorheben. 

2. Die elementar- stereometrischen Untersuchungen haben 
es mit der Zusammenstellung von drei Blementargebilden zu 
thun: dem Tui^t, der Geraden und der Ebene. Es erweist 
sieh jedoch als zweckmäCsig, den Punkt und die Ebene in 
die erste Linie zu stellen, während die Geraden von selbst 
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iu die Untersiicliuüg eintreten. Um eine Direktive für die 
Anordnung zu haben, legen wir in erster Linie die ZaW der 
Eiencn zu Grunde, die ein Gebilde zusammensetzen, ohne 
uns jedoch ausschliefslich au diese Einteilung zu halten; in 
zweiter Linie denken wir uns ein Gebilde durch eine Anzahl 
von Punkten bestimmt*). 

3. Wenn zwei Ebenen einen (im Endlichen gelegenen) 
Punkt gemeinsam haben, so schneiden sie sich in einer Ge- 
raden (§ 3); sie teilen den Baum in vier getrennte Teile, 
deren weitere Untersuchung erst an späterer Stelle möglich ist. 

Haben zwei Ebenen keinen Punkt gemeinsam, so heifsen 
sie parallel. Die Existenz paralleler Ebenen wird sich später 
ergeben. 

Im allgemeinen kann man (wenn man das Parallelsein 
ansschliefst) sagen, dafs mvei Ebenen eine Gerade iestimmen. 
Dem steht die Thatsache entsprechend gegenüber, dafs auch 
gjpei Punkte äne Gerade besUmmen. 

4. Bei einer Znsammenstellung von drei Ebenen sind 
folgende Fälle denkbar: 

a. die drei Ebenen sind paarweise parallel; 

b. zwei Ebenen schneiden sich, während die dritte beiden 
parallel ist (kann erst nach Einführung des Parallelen- 
axioms als unmöglich ausgeschlossen werden); 

c. zwei Ebenen sind parallel und werden beide von der 
dritten geschnitten; 

d. die Ebenen schneiden sich alle in derselben Geraden; 

e. die Ebenen schneiden sich in drei verschiedenen 
Geraden. 

Die Fälle a., b. und d. bieten nichts Bemerkenswertes; 
c. und e. sind weiter zu untersuchen. Hierbei werden wir 
gleichzeitig auf die Betrachtung der Lage einer Ebene au 
einer Geraden, nämlich der Schnittlinie der beiden anderen 
Ebenen geführt. 

5. Eine Gerade, die mit einer Fbene keinen Punkt ge- 

*) Littetaturangaben über die folgenden einfachen Deflnitioneo und 
Sätzchen, die Biet meiBtens schon bei Euklid finden, dürften über- 
fiiisBig sein. 
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meiiisam hat, heifst zu ihr parallel. Eine Gerade, tlie mit 
einer Ebene einm Punkt gemeinsam hat, schtmdet sie. Eine 
Gerade endlich, welche mit einer Ebene mvei gemeinsame 
Punkte hat, fäUt gaiiB in dieselbe (§ 3). 

6. Werden swei parallele Ebenen von einer dritten Ehme 
geschnitten, so sind die heidm Schnütlinien paraUel. Denn andern- 
falls müfeteu sie sieh, da sie in derselben Ebene liegen, 
schneiden, was auch ein Schneiden der beiden ersten Ebenen 
zur FoJge hätte. Jede der Hchnitthnien ist natürlich der Ebene, 
in die sie nicht fällt, parallel*). Überhaupt ist eine Gerade a 
immer ein^r Ebene a parallel, wenn sie, ohne ganz in die 
Ebene sm fallen, einer Geraden b in dieser Ebene parallel ist. 

- Legt man nämlich durch die beiden parallelen Geraden eine 
Ebene ß, so müfste ein etwaiger Schnittpimkt von a und a 
auch in ß, d. h. in der Schnittlinie h von a und ß liegen, 
was unmöglich ist. Da man durch irgend eine Gerade b in 
K eine zweite Ebene ß legen und in dieser eine Parallele a 
zu b ziehen kann, so ist die tvirhlicJie Existenz von Geraden, 
die m Ebenen parallel sind, dargelhan. Durch einen Punkt A 
lassen sich unendlich mde parallele Gerade sm einer Ebene a 
legen, mag man das Parallelenaxiom amiehmen oder nicht; 
dies wird klar, wenn man von a eine beliebige Gerade nach 
a zieht, durch diese unendlich viele Ebenen legt und in 
diesen die Parallelenkonstruktion vornimmt. 

Ebenso kann man zu einer gegebenen Geraden durch 
einen Punkt aufser ihr unendlich viele parallele Ebenen legen. 

7. Wenn sich drei Ebenen a, ß, y der Reihe nach in 
den Geraden c, a, 6 sehneiden, so sind zwei Fälle möglich. 
Schneiden sich a und fc in 0, so ist den drei Ebenen «, 
ß, y, also auch der Schnittlinie c gemeinsam. Sind a und b 
parallel, so kann auch c keine dieser Geraden schneiden, da 
z. B. der Schnittpunkt mit a allen drei Ebenen gemeinsam 
wäre, also auch in c liegen müfste. Also: 

Schneiden sieh drei Ebenen in drei Geraden, so sind letz- 

*) Zugleich ist erwiesen: Wenn eine Gerade in der einen von 
imtei sicA schneidenden Ebenen liegt und der andern parallel ist, so ist 
sie aueh der Seknittlinie parallel. 
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tere enfwed&r alle drei paarweise parallel oder scfineklm sich 
in einem Punkte. 

Betracbtet man den letzteren Fall ala das gewöhnliche 
Verhalten dreier Ebenen zueinander, während man alle übri- 
gen als Singularitäten ansieht, so gelangt man zu der fol- 
genden dualen Gegenüberstellung: 

a. drei Ebenen hestimmm einen Funkt (ihren gemein- 
samen Schnittpunkt), in dem drei Gerade msammm- 
laufen; 

e Ebene, in der drei Oe- 



Der hierin ausgesprochene Dualismus wird später durch 
Einführung des Parallelenaxioms vollkommen gemacht wer- 
den. Wir können bereits an dieser Stelle die Erkenntnis 
aussprechen, die erat in der Folge eingehender begründet 
werden soll: Es besteht in der Stereometrie ein Dualimus, hei 
dem sieh Ebenen und Funkte als gleichberechtigte Elemente gegtm- 
iWerstelien. Ben Geraden, die in den Figuren auftreten, ent- 
sprechen wieder Gerade, nämlich der Schnittlinie moeier Ebenen 
die Verbindungsgerade zweier Funkte und mngekehrt. Dieser 
Dualismus ist von dem aus der Planimetrie bekannten zwi- 
schen Punkten und Geraden wesentlich verschieden; der letz- 
tere ist kein Spezialfall des ersteren, sondern eine sekundäre 
Erscheinung. 

8, Wenn sieh n Ebenen so oft als möglich schneiden 
und unter den Schnittlinien keine parallelen auftreten, auch 
nirgends mehrere Schnittlinien oder Schnittpunkte in ein- 
zelne zusammenfallen, so entstehen -—r~i, — ■ Schnittlinien und 



— - Schnittpunkte. Die erste Zahl giebt nämlich 



n {n-l-){ n 

an, wie oft je zwei Ebenen, die zweite, wie oft je drei Ebenen 
zusammengestellt werden können. Ebenso sind durch n Punkte 

— - - - — - Gerade und — ^ — Ebenen bestimmt, wenn 

keine Singularitäten eintreten, die diese Zahlen vermindern. 
Bevor wir der umfassenden Untersuchung des Haupt- 
falles, dafs drei Ebenen sich in drei durch einen Punkt gehen- 
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den Geraden schneiden, näher treten, mufs ein wichtiger 
Spezialfall erörtert werden: der Fall, dafs swei der Schnitt- 
linien mit der dritten rechte Wirikel bilden, -i-^ p'216> 



§ 35. 
Senkrechte Gerade und Ebenen; Neigungswinkel. 

1. Eine Gerade soll auf einer Ebene senkrecht (ein Pcr- 
pmdikel u. s. w.) heifsen, wenn sie mit allen durch ihren 
Fufspunkt (d. h. Schnittpunkt mit der Ebene) in der Ebene 
gezogenen Geraden rechte Winkel bildet. Diese Definition 
wird durch den folgenden Satz ergänzt, aus dem sich ihre 
Möglichkeit erst folgern läfst. 

Lehrsatz: Sildet eine Gerade mit mcei durch Uwen Fufs- 
punkt in einer Ebene gelegten Geraden reckte Winkel, so bildet 
sie überhaupt mit allen solchen Geraden rechte Winkel; sie 
steht also auf der Ebene senkrecht. 

Beweis: Ist in Fig. 33 -^ BAC = BAD = 1 iJ und 
liegen AC, AD, AE in der Ebene a, so machen wir AB^ 
= AB und ziehen die Geraden 
CFD, dann BG, BD, BF, B^C, 
B^B, B,F. Wir haben A ABC 
= AB,C und AABB^AB.D, 
also BC-^B^C und BD = B,D, 
woraus weitet A BCD = B^CD 
folgt. Dahieruaeh^BCF=B,CJ' 
ist, so haben wir auch A BCF 
^ B,CF, also BF-^B^F und 
acliliefalich A ABF =^ AB,F, also 
^ BAF = B^AF = IB, da 
BAB^F eine ebene Figur ist. 

Dieser von Cauchy nach dem 
etwas schwerfälligeren Euklidischen 
gebildete Beweis hat Tor dem be- 
kannten rechnenden Lcgendr^sahen den Vorzug, daXa er das 
Parallelenaxioni nicht voraussetzt. 

2. ümkeliniiig: Bilden drei (oder mehrere) Gerade AC, 
AD, AE, welche durch denselben Punkt A einer Geraden AB 




A 



Hosted by 



Google 



^legt siitd, alle mit der leMeren rechte WinJcel, so liegen sie 
in einer Ebene. 

Beweis; Fiele AE nicht iu die Ebene « von AO waä 
AD, so würde eine durch AJB und AE gelegte Ebene ß 
Uie Ebene et in einer Geraden AF sebneiden. Nach dena 
Vorigen müfste danii -^ BAF= 1 11 ^BAE sein, was nicht 
möglich ist. 

Dreht man also einen rechten Winkel um den einen 
Schenkel, so beschreibt der andere eine Ebene. 

3. Au8 den letzten Sätzen geht her?or, dafa man zu 
einer Geraden in jedem Hirer Ihmhte eine smkrechte Ebene 
legen kann. Man braucht nur durch die Gerade zwei belie- 
bige Ebenen zu legen, in diesen auf ihr in demselben Punkte 
Perpendikel zu errichten und durch diese eine Ebene zu legen. 
Hieraus kann man weiter folgern, dafs sich auf jeder Ebene 
in jedem Punkte ein Perpendikel errichten läfst; denn man 
braucht nur auf einer Geraden eine senkrechte Ebeue zu er- 
richten und letztere dann mit der gegebenen Ebene und zwar 
in den richtigen Punkten zum Zusammenfallen zu bringen. 
Dafs nur eine senkrechte Ebene su einer gegebenen Geraden in 
einem gegebenen Punkte derselben existiert, folgt unmittelbar 
aus der Konstruktion. Auch ist auf einer Ebene in einem 
Punkte nur ein Perpendikel möglich, da eine durch zwei etwa 
mögliche Perpendikel gelegte Ebene zwei verschiedene rechte 
Winkel aussehneiden würde. 

4. Von einem Punkte aufserhalb einer Ebene läfst sich 
auf diese nur ein Pcrpenäilcel fallen; denn wären zwei solche 
möglich, so würde in einer durch beide gelegten Ebene ein 
Dreieck mit zwei rechten Winkeln entstehen. Dafs ein Per- 
pendikel eich wirklich fällen läfst, wird weiter unten gezeigt. 
Dasselbe ist die Mrseste Verbindungsgerade Bioischen dem Funkte 
und der Ebene; denn in einer durch das Perpendikel und 
eine andere Verbindunga gerade gelegten Ebene entsteht ein 
rechtwinkliges Dreieck, in dem dem rechten Winkel die gröfste 
Seite gegenüberliegt. Von zwei solchen Verbindungsgeraden 
ist diejenige die kürzere, deren P;ifspunkt dem Fufspunkte 
des Perpendikels näher liegt, und beide sind gleich, wenn ihre 
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Fiifspunkte gleichweit von demselben entferat sind; beides ist 
aufs Binfacliste zu beweisen. 

5. Die beiden Teile, in die eine Ebene durch eine in 
ihr gelegene Gerade geteilt wird, nennen wir Jffalbebmen. 
Zwei Halbebenen, a und ß, die in der begrenzenden Geraden 
a {Scheitelgeraden) aneinanderatofsen, bilden einen Flächeii- 
winhel. Wir Terzichten darauf, denselben weiter zu charak- 
terisieren und beschränken uns, genau wie bei dem ebenen 
Winkel, auf den Nachweis, dafs Fläckenwinlcel gleich sein 
und addiert werden Mnnen, woraus folgt, dafs sie der Gröfse 
nach verglichen, dafs sie gemessen werden können. Zu diesem 
Zwecke errichten wir in einem Punkte A von a auf diesem 
in cc und ß die Perpendikel AB und AG-, den Winkel BAC, 
den dieselben einschliefsen, nennen wir den Neigungswirikd 
der beiden Ebenen für den Punkt A-^ ob derselbe für alle 
Punkte der Schnittlinie der gleiche ist, bleibt noch dahin- 
gestellt. Die Ebene dieses Winkels heifst Neigungsebene; sie 
ist senkrecht zur Scheitelgeraden, weil es zwei ihrer Geraden 
sind. Sollen zwei Plächenwiükel gleich sein, d. h. zum Decken 
gebracht werden können, so müssen selbstverständlich an 
entsprechenden Stellen der Scheitelgeraden die Neigungswinkel 
gleich sein. Umgekehrt mid aber auch die Flächenwinkel 
gleich, wenn an je einer Stelle der ScheiteJgeraden die Neigiings- 
wirdcel gleich sind. Legt man nämlich die gleichen Neigungs- 
winkel aufeinander, so fallen auch die Scheitel geraden als 
Senkrechte zu der Neigungsebene ineinander; infolge dessen 
fallen aber die betreffenden Ebenen zusammen, da deren Lage 
durch zwei sich schneidende Gerade vollständig bestimmt ist 
Setzt man zwei Flächenwinkel mit der Scheitelgeraden und 
einer der Halbebeneo aneinander, so ist an irgend einer Stelle 
(fer Neigungswinkel der Summe der Flächenwinkel gleich der 
Summe der Neigungswinkel der einzcMen Fläch^mnkel; denn 
die Schenke] dieser Neigungswinkel stehen alle auf der Scheitel- 
geraden senkrecht, fallen also alle in eine gemeinsame Nei- 
gungsebene. Ist ein Flächenwinkel das mfache oder der «te 
Teil eines andern, so stehen auch die Neigungswinkel an 
einer entsprechenden Stelle in demselben Verhältnis. Das 
Gleiche gilt infolge dessen auch, wenn ein Flächenwinkel 
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das ■ fache des andern ist, wo — auch jedem irrationalen 
Werte beliebig nahe gebracht werden kann. Die Neü/ungs- 
vmtkel verhalten sich also me die Flächmmnkel, können also 
geradezu als GrÖfseümaTs der letzteren dienen. Nunmehr er- 
kennt man auch, dafs der Neigungswinkel für alle Funkte der 
Scheitelgeraden der gleiche sein mufs. Ergänzen sich nämlich die 
Halbebenen eines Flächenwinkels zu einer vollständigen Ebene, 
so ist der Neigungswinkel an allen Stellen der Scheitelge- 
raden ein Gestreckter; ist nun ein Flächenwinkel das —fache 
eines solchen, so mufs auch der Neigungswinkel überall 
— eines Gestreckten sein. Gleiche Flächenwinkel sind daher 
mr Deckung eti bringen, wenn man ihre Scheitelgeraden irgend- 
wie ineinander legt. Als Mafs des Flächenwinkela dient immer 
der hiernach eindeutig bestimmte Neigungswinkel desselben. 

Dafs dasselbe Gebilde imendlieh viele verschiedene Flä- 
chenwinkel repräsentiert, braucht kaum erwähnt zu werden; 
diese Verhältnisse sind genau dieselben wie beim ebenen 
Winke]. Es ist unmöglich, dafs zwei zusammenstofsende 
Halbebenen, die irgendwo um eine endliche Strecke vonein- 
ander entfernt sind, einen verschwindend kleinen Fläehen- 
winkel einsehlief sen. 

Schneiden sich zwei vollständige Ebenen, so entstehen 
vier konkave Flächenwinkol , von denen die gegenüberliegen- 
den (Scheitelwinkel) gleich, die nebeneinander liegenden (Neben- 
winket) supplementär sind. 

6. Zwei Ebenen heifsen aufeinander senkrecht, wenn 
ihr Neigungswinkel ein rechter ist. In einer Geraden einer 
Ehene kann manauf ihr mir eine senkrechte Ebene errichten, da 
sonst verschiedene rechte Neigungswinkel existieren müfsten. 
Steht eine Gerade auf einer Ebene senkreckt, so stehen auch 
alle durch diese Gerade gellten Ebenen auf ihr senJcrecht; denn 
die im Fufapunkte der Geraden konstruierten Neigungswinkel 
sind Rechte. Hiernach steht die Neigungsebene eines Flächen- 
winkela auf den beiden Halbebenen, weiche den Winkel bil- 
den, senkrecht 

Stehen zwei Ebenen aufeinander senkrecht und errichtet 



Hosted by 



Google 



§ 35. Senkrechte Gerade und Ebenen; Neigungswinkel. 159 

mcm atif iÄrer Schnittlinie eine senkrechte Gerade in der einen 
der Ehernen, so steht sie auf der omdem senkrecht; sie bildet 
nämlicli mit zwei Geraden in derselben, der Schnittlinie und 
dem in ihrem Pufspunkte zu konstruierenden zweiten Scbenkel 
des Neigungswinkeis rechte Winkel. 

Stehen zwei Ebenen aufeimander senkrecht und errichtet 
man a/uf einer derselben in der Schnittlinie ein Perpendikel, 
so fällt dieses in die andei'e; denn eine durch die Schnittlinie 
und das Perpendikel gelegte Ebene steht auf der ersten Ebene 
senkrecht und mufs daher mit der andern zusammenfallen. 

Fallt man von einem Punkte der einen zweier aufeinand&' 
smkrechien Ebenen auf die andere ein Perpend&elf so fällt es 
in die erstere; denn andernfalls könnte man von demselben 
Punkte noch ein zweites Perpendikel auf die zweite Ebene 
fällen, nämlich das Perpendikel auf die Durch seh nittslinie. 

Stehen swei sich schneidende Ebenen auf derselben Ebene 
senhrecht, so steht auch ihre Schnittlinie auf ihr senkrecht; denn 
das in dem gemeinsamen Schnittpunkte auf der dritten Ebene 
errichtete Perpendikel mufs in die beiden ersten Ebenen fallen, 
also mit ihrer Schnittlinie identisch sein. 

7. Zwei Perpendikel auf derselben Ebene sind parallel. 
Errichtet man nämlich in der Verbindungsgeraden ihrer Pufs- 
punkte auf der Ebene eine zu ihr senkrechte Ebene, so 
müssen beide Perpendikel in sie fallen; aufserdem künnen 
sie sich nicht schneiden. 

8. Wir sind jetzt in den Stand gesetzt nachzuweisen, 
dafs von einem gegebenen Punkte Ä atifserhalh einer Ebene « 
auf diese ein Perpendikel gefiHM werden kann. Nimmt man in 
a eine beliebige Gerade «an, so kann man durch sie und 
Ä eine Ebene ß legen; in dieser fällt man von A ein Per- 
pendikel 'AB auf a und errichtet in B auf a 'm a ein Per- 
pendikel BC; durch dieses und A legt man eine dritte Ebene 
y, und in dieser fällt man von A auf BC das Perpendikel 
AD; dieses steht auf « senkrecht. Die Ebene y ist nämlich 
die Neigungsebene zu a und ß, steht also auf a senkrecht, 
woraus das Weitere nach 6. folgt. 

9. Zwei Ebenen, welche auf derselben Geraden serüiredit 
stehen, sind parallel; denn andernfalls würde in einer durch 
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die Gerade und einen Punkt der Schnittlinie der beiden 
Ebenen gelegten Ebene ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln 
ausgescliüitfcen. Da mau durch jeden Punkt einer Geraden 
eine zu ihr senkrechte Ebene legen kann, so ist hiermit die 
Existenz paralleler Ebenen dargetJian. 

10. Eine Halbgerade o {AB), welche eine Ebene a ti-ifft, 
aber nicht auf ihr senkrecht steht, heifst schief zu ihr. Wir 
untersuchen die Winkel, welche sie mit den verschiedenen 
durch ihren Fufspunkt in der Ebene gelegten Geraden bildet. 

Fällen wir zunächst von einem beliebigen Punkte JB der 
Ilalbgeraden a ein Perpendikel auf die Ebene « und ver- 
binden seinen Fufspunkt C mit dem FuTspunkte A von a, so 
heifst die Halbgerade AC = i die Projektion (im engeren 
Sinne) von a auf a. Hätten wir anstatt B einen anderen 
Punkt JSi gewählt, so milfste das Perpendikel B^Oi mit BO 
in einer Ebene liegen (7.), in die auch a und somit A fällt; 
das Resultat wäre also das gleiche. Der Winkel, den die Halb- 
gerade a mit ihrer Projektion 6 auf « bildet, heifst ihr 
( zu der Ebene a, die Ebene /3 desselben ihre 
Die Neigungsebene ^ steht auf der Ebene a 
senkrecht (6.). Man ersieht zugleich, dafa man durch eine 
die Ebene « schneidende Gerade a immer eine zu k senk- 
rechte Ebene ß legen kaBn, aber nicht mehrere, da sich 
sonst in jeder derselben von demselben Punkte B aus Per- 
pendikel auf a fällen lassen müfsten. Legen wir durch A 
in « eine andere Halbgerade AD, wobei wir AD '= AG 
machen, und ziehen aufser BC noch BD und CD, so ist in 
dem rechtwinkligen Dreieck BGB BD>BC., da die Drei- 
ecke ABC und ABB in den beiden anderen Seiten über- 
einstimmen, so ist «^ BAD > BAG. Der Neigungswinkel ist 
also von den Witzeln, welche a mit den verschiedenen durch A 
in a gezogenen Geraden bildet, der kleinste. 

Sein Nebenwinkel mufa demnach der gröfate dieser 
Winkel sein. Nimmt man ÄDXAC, so wird ^ BAD 
= liä, da « senkrecht auf ß steht und daher auch AD (als 
in a auf AC senkrechte Gerade) auf ß senkrecht sein mufs 
u. a, w. Dreht man AD von AB ausgehend nach der einen 
oder anderen Richtung weiter, so nimmt ^ BAD beständig 
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ZU, bis AD mit der Verliingeruog von AC zusammenfsillt; 
der Beweis iafc leicht zu erbringen, ergiebt sich aber auch 
aus den späteren metrischen Rolationen. 

11. Aus der vorigen Nummer geht hervor, dafs die auf 
einer Ebene senkrechte Gerade die einzige ist, welche mit 
allen durch ihren Fufspunkt in der Ebene gezogenen Geraden 
den gleichen Winkel bildet; ihre Stellung zu der Ebene 
trägt also einen singulären Charakter, was für spätere Unter- 
suchungen mafsgebend ist. In der Planimetrie haben wir 
nichts Analoges; denn der rechte Winkel kann Ifeine andere 
Besonderheit für sich in Anspruch nehmen, als dafs er 
der einfachste aliquote Teil, nämlich wlie Hälfte, eines Ge- 
streckten ist. 



Einführung des Parallelenaxioms. 

Wir ergänzen die bisherigen Untersuchungen durch eine 
Iteihe von Sätzen, welche das Parallelenaxiom zur Grund- 
lage haben. 

1. Wenn eine Gerade n auf der einen (a) von swei 
parallelen Ebenen senh-ecJit steht, so steht sie auch auf der 
anderen (ß) senkrecht. Legt man nämlich durch n zwei be- 
liebige Ebenen y und ä, so schneiden diese te und ß in 
Paaren paralleler Geraden: «^ und h^, dj und 6^ (§ 34, 6); 
da nun die korrespondierenden Winkel gleich sind, so bilden 
nicht nur «, und Og, sondern auch fcj und b^ mit n rechte 
Winkel, weshalb nach g 35 « auf ß senkrecht ist. Hieraus 
folgt, dafs man durch einen Punkt A sii eiticr Ebene a nur 
eine parallele Ebene legen }cann. Fällt mau nämlich von A 
auf a ein Perpendikel a', so ist die in A zu a sonkrechre 
Eheue die einzige parallele zu cc. 

Nimmt man das Parallele nuiiom nicht an, so ist es 
denkbar, dafs man nicht nur durch einen Punld, sondern 
sogar durch eine Gerade unendlich viele parallele Ebenen 
zu einer gegebenen Ebene legen kann; die Sache ist ganz 
analog zu dem Verhalten von parallelen Geraden (vgl. § 15). 

Der Fall § 34, 4, b ist jetzt auszuschliefsen. 
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2. Ist die eine (a) von uwei parallelen Gnaden auf einer 
Ebene («) senlcrecht, so ist es auch die andere (b). Denn zu- 
nächst mufs b die Ebene a schneiden, wie man sofort er- 
kennt, wenn man durch a und i eine Ebene ß legt, und 
dann mufs 6 senkrecht auf a sein, weil sonst in dem gleichen 
Fufspunkte eine andere Senkrechte möglich wäre, die gleich- 
falls zu a parallel liefe (§ 35, 7). Durch einen Punkt ist 
aber zu einer Geraden nur eine Parallele möglich (nämlich 
in der Ebene, welche durch Punkt und Gerade bestimmt ist), 

Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind sie auch 
untereinanda- parallel; denn ein Perpendilcel auf der dritten 
Ebene sieht auch ai^'den beiden anderen senkrecht. 

3. Siiwl zwei Gerade a und b einer dritten c parallel, so 
sind sie untereinander parallel, aucli wenn nicht alle drei in 
einer Ebene Hegen. Legt man nämlich zu c eine senkrechte 
Ebene, so stehen auch a und b auf ihr senkrecht, sind also 
parallel. 

4. Winkel mit paarweise parallelen ScMnkeln sind gleich 
oder supple>}ientär; ihre Ebenen sind, wenn sie nidit susammen- 
fäUen, parallel. 

Beweis: Sind A^A^A^ und B^^B^B^ die beiden Winkel, 
a und ß ihre Ebenen, Ä^A^ 4= B^B^, A^A^ + B^B^, so 
machen wir, falls a und ß nicht identisch sind, A^C^ senk- 
recht auf ^ und C,0,=^B^B,'^A^Ä„ C^C,^B,B^^A^A,. 
Da ^ A^C.G^ = A^C^C^ = 1E, so folgt auch ^ C^A^A^ 
= C^A^A^ = IJi, also ^^Ca senkrecht auf a und somit n. 
parallel ß. Ferner ist ^A^A^A^ oder sein Nebenwinkel 
gleich -^CiCaCg, da beide Neigungswinkel der Ebenen von 
A^AyC^Ci und A^A^G^C^ sind; aufserdem ist ^C^O^C^ oder 
sein Nebenwinkel gleich B.B^B^ (§ 15, 2). 

5. Wenn die eine (o) von zwei parallelen Geraden einer 
Ebene (a) parallel ist, so ist es auch die andere (6). Legt 
man durch n und b eine Ebene ß, so ist diese entweder a 
parallel oder schneidet «; im ersten Falle kann b selbst- 
verständlich a nicht schneiden, im zweiten ist a (§ 34, 6 
Anm.), also auch b parallel zur Schnittlinie und infolge 
dessen b auch parallel zu a (% 34, 6). 

e. Zwei parallele Ebenen sind iSyeraU glcichweit vonein- 
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ander mtfernt, d. h. die zwischen ihnen gelegenen Teile von 
irgend welchen gemeinsamen Perpendikeln sind gleich. Denn 
legt man durch irgend zwei diesei Peipendikel eine Ebene, 
so wird in dieser ein Pirallelogrimm lusgtschmtten, de&sen 
gegenüberliegende Seiten gleich sind Ebenso tst auch (im 
Gerade ÜberaU gkicJiwett ton einet m ihr parallelen Ebene 
entfernt, d. h. die von ihi luf die Ebene gefillten Perpen 
dikel sind gleich. UmgAihtt ibt eine Gerade einer Ebene 
parallel, wetm swei von th auf die Eh&u- gefällte Fejpendilel 
(auch dem Zeichen nach) qleich >>md Denn alsdann wiid m 
einer durch die Perpendikel gelegten Ebene nach § 18, 2, e 
ein Parallelogramm gebildet, worauf § 34, G angewandt 
werden kann. Zwei Ebenen sind parallel, wenn die auf ein^ 
von ihnen in drei Piinliten, welche nicht in einer Geraden liegen, 
errichteten Perpendikel, soweit sie zwischen beiden liegen, ffleich 
sind. Legt man nämlich durch zwei Paare dieser Perpendikel 
Ebenen, so entstehen in diesen wieder nach § 18, 2, e Parallelo- 
gramme; infolge dessen liegen in beiden Ebenen Winkel mit 
paarweise parallelen Schenkeln. Nebenbei folgt, dafs eine 
Gerade, wddie sm mur von nwci parallelen Ebenen parallel 
ist, es auch zu der anderen ist; mau braucht nur von zwei 
ihrer Punkte Perpendikel auf beide Ebenen zu fallen u. s. w. 
Sehneidet daher eine Gerade die eine von zwei parallelen 
Ebenen, so schneidet sie auch die andere. 

7. Werden mcei parallele Ebmen durch eine dritte Ebene 
geschnitten, so sind die acht entstellenden kotAaven Fläehenwifikel 
paarweise gleich oder supplementär, analog zu den entsprechen- 
den Winkelpaaren au parallelen Geraden, die von einer 
dritten Geraden durchschnitten werden. Legt man nämlich 
eine vierte Ebene senkrecht zu den beiden parallelen Schnitt- 
linien, so erhält man die entsprechende ebene Figur, deren 
Winkel die Neigungswinkel der drei Ebenen sind. In gleicher 
Weise ergiebt sich, dafs eine Gerade, welche swei parallele 
Ebenen schneidet, mit beiden gleiche Neigungsmnkd bildet 

8. Durch ewei sich kreu-^ende Gerade a und b läfst sich 
immer ein Paar und nur ein Paa/r paralleler Ebenen legen. Zieht 
man durch irgend einen Punkt von a eine Parallele c zu b, 
durch einen Punkt von b eine Parallele d zu a, so sind die 
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durch a und c, h und d gelegten Ebenen a und ß parallel 
(4.); die Wahl der Scheitelpunkte auf a und b ist gleichgiltig. 
Umgekehrt ist klar, dafa ■/.. B, durch h nur die eine Ebene ß 
gelegt werden kann, welche a nicht schneidet; denn eine be- 
liebige andere durch 6 gelegte Ebene mufs die Ebene a in 
einer Parallelen zu h schneiden, welche wieder a schneidet. 
Der senkrechte Abstand von a und ß ist atidi der kargeste Ahslanä 
zwisdien swei Piinktm von a und h. Man findet die kürzeste 
Verbinduugsgerade von beiden, indem man in a und b auf 
a und ß senkrechte Ebenen errichtet; ihre Schnittlinie ist 
die gesuchte Gerade. 

9. Sowie mau parallelen Geraden gleiche Ridifimf/ zu- 
schreibt, so sagt man von parallelen Ebenen, dafs sie gleiche 
Stellung haben. 

§ 37. 
Die unendljoh ferne Ebene. 

1. In § 10 gelaugten wir zu dem Resultate, dafs es 
zweckniäfsig ist, in der Ebene unendlich viele unendlich ferne 
Punkte anzunehmen, die zusammen die unendlich ferne G-erade 
bilden. Da sich zwei Ebenen nur in einer einzigen Geraden 
schneiden können, müssen wir sich schneidenden Ebenen 
verschiedene unendlich ferne Gerade zuschreiben, während 
parallele Ebenen dieselbe unendlich ferne Gerade besitzen. 
Sämtliche unendlich ferne Gerade bilden zusammen eine 
fläche, die wir als Ebene betrachten müssen, da jede end- 
liche Gerade mit ihr nur eine» Punkt gemeinsam hat. Eine 
Fläche, welche mit jeder Geraden, die nicht ganz in sie fällt, 
nur einm Punkt gemeinsam hat, mufs nämlich eine Ebene 
sein, weil alle Gerade, die durch zwei beliebige von ihren 
Punkten gelegt werden, ganz in sie fallen müssen, so daXs 
sich in der Fläche nach allen Richtungen hin Gerade ziehen 
lassen. Die sämtlichen unendlich fernen Punkte des Raumes 
bilden also zusammen die unendlich ferne Ebene. 

Nach dieser Autfassung bestimmen drei Ebenen immer 
einen nu Endlichen oder Unendlichen gelegenen Punkt. 
Parallele (jerade gehen alle durch denselben unendlich fernen 
Punkt u. s. w. 
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2. Die entwickelte Auffassung der unendlich fernen 
Punkte ist wiederum keine nokvmdige, sondern nur eine wider- 
b-prttchsfreie. Auch für den Raum (vgl. § 16) kann man die 
Annahme eines einzigen unendlich fernen Punktes durch- 
führen; man mnfs nur die Ebene als einen Spezialfall der 
Kugel, nämlich als eine Kugel mit unendlich grofsem Radius 
ansehen. Alle Kugeln schneiden sich in Kreisen oder be- 
rühren sieh iu einem Punkte oder haben überhaupt keinen 
Punkt gemeinsam. Stellt mau eine Ebene mit einer Kugel 
zusammen, so trifft das Gleiche zu. Zwei Ebenen schneiden 
sich entweder in einer Geraden, d, h. einem Kreise mit un- 
endlichem Radius, oder sie berühren sich in dem unendlich 
fernen Punkte. 

Wir werden nur von der ersten Auffassungsweise weiter- 
hin Gebrauch machen. 

§ 38. 
Der Strahlenbündel. 
1. Durch die soeben auseinandei^esetzte Anschauungs- 
weise wird der Dualismus zwischen Punkt und Ebene ein 
vollständiger; denn drei Ebenen, die nicht eine Gerade ge- 
meinsam haben, bestimmen ebenso immer einen Punkt, wie 
drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte eine Ebene be- 
stimmen. Der PiinMreihe entspricht der Ehenenbüsckcl, d. h, 
der Inbegriff der Ebenen, welche durch dieselbe Gerade 
{ÄcJise) gehen. Der ebme Strahlmhüsckel, der alte Geraden 
urafafst, welche in derselben Ebene liegen und durch den- 
selben Punkt gehen, entspricht sich selbst dualistisch. Dem 
ebenen Systeme, der Gesamtheit von Punkten und Geraden, 
die in einer Ebene enthalten sind, steht der Strahlmihiindd*) 
gegenüber, die Gesamtheit von Ebenen und Geraden, die 
durch denselben Punkt gehen. Punktreihe, Strahlen büschel 
und Ebenenbüschel werden als Grundgebilde der ersieti Stufe, 
ebenes System und Strahlenbündel als Grundgebilde der 
( Stufe bezeichnet. 



*) Die Untorschcidnng von Büschel und liundd. w:e hie hier duvch- 
gefiilirt wird, entspricht dem Sprachgebraut he von v Staudt und Iltiye. 
Bei manchen Autoren ist der Gebrauch dieser Bezeiohnußgcn ein anderer. 
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3. Die Zusammenstelhmg dreier sich schaeidendeü Ebe- 
nen insbesondere, die uns nocli weiterhin zu beschäftigen hat, 
ist das Gegenstück des ebenen Dreiecks und mufs zu diesem 
analoge Eigenschaften zeigen. Es erscheint naturgemäfs, 
hieran sofort die Unteräuchung der Systeme von n Ebenen 
oder n Strahlen zu schliefaen, die durch denselben Punkt 
gehen, also demselben Strahlenbündei angehören; dieselben 
sind das Gegenstück zu dem ebenen n eck und n seit Wir 
nennen ein System von n d uti den'jelben Punkt „ehendeu 
Ebenen neb t ihren Duichuchnittsstrahlen ein n /lach ein 
System von n durch denselben Punkt ^^ehenden Strahlen nebst 
den verbindenden Ebenen em i J aW) Betiachtet man n i 
die Winkelteile dei Ebenen wekhe n lufemaudei foIp,end 
Strahlen verbinden so bezeichnet man das Gebilde las so 
wohl ala n kant w e i flach angesehen wei len kann, t,1s eine 
n seitige Ecke das (regenstück les ebenen Polygons 

3 Nach dem Vorhergehenden enthiitLhen sich m k.iiit 
un 1 i seit )i flach und n eck gegenseitig dualistisch al i 
wir können auch die umgekehrte Zuordnung herstellen 
Denken wir un einen fctrahlenbundel durch eine beliebige 
nicht durch den Mittelpunkt gehende Ebenu ^eschnitten oder 
was auf dasselbe hinau'slmft duich die t eraden unl Tualte 
emea ebenen S}stems einerseits unl duich einen auf^eihalb 
gelegenen Punkt andeierseits Ebenen unl Stiahlen gelebt 
und den Elementen des ebenen Systems dirch iie sie gehen 
zugeordnet 5o ist zwischen einem ebenen Systeme und einem 
Strahlenbündel eine Beziehung hergestellt, die man als hollmear 
bezeichnet; man schreibt ferner beiden Gebilden bei dieser 
Anordnung eine perspektivische Lage zu, die »ufhört, wenn 
man die Systeme nach geschehener Zuordnung in eine be- 
liebige andere Lage bringt. Jetzt entsprechen den Punkleu 
und Geraden des ebenen Systems Strahlen und Ebenen, also 
dem B-seit und dem «-eck das tt-fiach und das n-kant. 

4, Bei den ebenen Figuren treten Strecken und Winke! 
als ßestimmungsstücke auf; bei den Gebilden im Strahlen- 
büudel treten an ihre Stelle-die Winkel zwischen zwei Strahlen 

*) Nach der ßezeichiiungsweiaL' von ?'. Btaadt. 
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§ S8. Der Strahlenbündel. 167 

{Kantemolnkel) und die Fläehenwinkel (Neigungswinkel) zweier 
Ebenen zueinander, oder umgekehrt, je nachdem mau die 
Art der Zuordnung wählt. Die metrisdmi Eelationen im 
Sirahlenbündel sind also lediglich BelaHmien gmsehcn WinJieln; 
da sie m^eändert bleiben müssen, wenn man die Winlcel einzeln 
um 4ÄiJ ändert, so werden trigimomeirische Funktionen der 
Winkel in die Gleichungen eintreteti. 

Sowie bei dem ebenen Systeme die sekundäre Dualität 
Kwischen Punkt und Gerade besteht, so ist bei dem Strahien- 
büudel eine solche zwischen Strahl und Ebene vorhanden, 
und zwar macht sich dieselbe aus zwei Gründen auch bei 
den metrischen Relationen viel deutlicher geltend als in der 
Planimetrie. Erstens sind die gegenüberstehenden Gröfsen, 
Winkel und Neigungswinkel, gleichartiger als "Winkel und 
Strecken, Zweitens aber liifst sich in dem Strahlenbüudel 
viel einfacher eine reciproke Zuordnung*) herstellen wie in 
dem ebenen Systeme, eine Zuordnung, die eine direkte Über- 
führung von Winkeln m Flächenwinkel und umgekehrt ge- 
stattet. Während nämlich in einem ebenen Systeme kejn 
Punkt zu einer Geraden eine singulare Lage hat, steht in 
dem Strahlenbündel jede Ebene zu dem auf ihr senkrechten 
Strahle in besonderer Beziehung. Hierauf beruht die folgende 
wichtige reciproke Zuordnung. 

5. Wir denken uns durch das Zentrum zwei Strahleu- 
bundel S^ und jS gelegt, die wir dadurch dufemandei be 
ziehen, dafs wn jeder Ebene ton S den sii thr senkreeldcn 
Sttahl tn Sj moiän&i Schneiden sich die Ebenen «, ß, y 
von ö m demselben Strahle i, &o sind die ihnen in 5i z i 
geordneten Stiahlen a^, b^ Ci alle auf t senkiecht liegm 
dlsj alle in dei selben Ebene p,, welche zu ) senkrecht ist 
Je lern Stiahk i von S entspiicht also m b^ die aut ihm 
■lenkreLhte Ebene Q^ Hitriut. ist nicht nur eisn,htlich, dils 
die Zuordnung der beiden Bunde! eine let-iproke ist, sondern 
dafb auch duich eine Vertau&i,hung von ö und S, die Art 

) Wii nennen zwPi fatrihlenbun lul lollmeur .mfäininder lie?ogeii 
WLnn jedem Strahle und ipdei Ebens, dea tineii em Strahl unl eint 
Ebene des anderen n<.iproi, wenn ihnen eine Fbcnc und ein Stribl 
fatepricht 
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168 Stereoraetiie. 

ilor Beziühuug in keiner Weise geändert wird. Wir bezeich- 
nen die hier gegebene reciproke Beziehung eines Stralileu- 
biindela auf sich selbst, die durchaus nicht die eiuKig mög- 
liche ist, als die polare; eine Ebene und ein Strahl in ihm, 
die aufeinander soukreclit stehen, lieifseu Polarcbene und 
Folarfferade. 

6. Um die polare Zuordnung auf metrische Verhältnisse 
anwenden zu können, ist noch eine weitergehende Festsetzung 
nötig; denn zwei Ebenen und zwei Strahlen bilden zwei 
Winkelpaare miteinander, und es ist fraglich, welche von 
diesen sich entsprechen sollen. Zwei Halbebenen a und ß 
von S, die im Strahle c zusammenstofsen, bilden zwei Winkel 
miteinander, einen konkaven und einen konvexen; wir wollen 
die Seiten der Halbebenen, welche dem Winkel zugekehrt 
sind, den wir gerade betrachten, als die inneren, die beiden 
anderen als die äufseren bezeichnen. Auf den beiden äußeren 
Seiten errichten wir die senkrechten Halb strahlen; den von 
ihnen eingesehlosseuen konkaven Winkel ordnen wir dem 
iJüächen Winkel von « und ß zu, und zwar betrachten wir ihn 
als positiv, wenn der Flächenwinkel konkav, als negativ, wenn 
der Flächen Winkel luytivex ist. Im letzteren Falle können wir 
uns jedoch auch den negativen Winkel um 4B vermehrt, ihn 
also durch den konvexen Winkel der beiden Perpendikel er- 
setzt denken; doch mufa dann die folgende Formel modi- 
iiziert werden. 

Legen wir nach dieser Festsetzung eine Ebene durch 
CS, und J,, BO steht diese auf c senkrecht, ist also die Nei- 
gungsebene von a und ß. Bezeichnen wir den Neigungs- 
winkel von a und ß mit («, ß), den Winkel zwischen a^ 
und öj mit (a,, h^, so liegen in dieser Neiguugsebene die 
beiden Winkel («, (J) und {a,, h^, sowie noch zwei Rechte. 
Hieraus folgt, dafs in jedem Falle 

(»„ !.,) + {a, f) - 2J! 
ist. 

Jedem Flei-cJmiwinkel in S entsprieht in Ä, ein su ihm 
sufp^memtärer Kantenwinlid. Wegen der Vertauschbarkeit 
von S und Sy entspricht auch jedem Kantenwinkel in S ein m 
ihm supplementärer FlächenmnJiel in S,. 
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§ 38. Dur Strahlenbündel. 169 

7. Durch die jjoUru Zuorilnuuj^ i&t eiu DuaiitUtsgesetz 
für ytrahleubCiudt;! bei^ründet, welches &i(,h nicht nur auf 
Sätze der Geometrie der Lage, sondern auch auf metrische 
lielatioiieii erstreckt. Dasselbe lautet: Jedem Gebilde im 
Strahlenlmnäpl entspricht ein anderes duaUstisch in der Art, dafs 
Eie»m und Strahlen vertauscht erscimnen; aus jeder nietrisclwu 
Rclatioit, die sicJi auf Gebilde im StraldenMndel hegieht, erhält 
man eine sweite ftir das dualistisch mtsprecJiende G^ilde, indem 
man au Stelle der Kanten- tind Fläckenwinkel des et'sfe« die 
Sii^iementc der Fläclieii- und KantentoinJcel des zweiten setzt. 

Mittob dieses Satzes können wir aus jeder metrischen 
llelation beim Strahlenbündel eiue dualistisch entsprechende 
herleiten, was in der Planimetrie nicht möglich war. 

8. Die Untersuchungen über Strahlenbündel werden zum 
grofaeii Teile in den Lehrbüchern in ganz anderem Gewände 
vorgetragen. Beschreibt man nämlich um den Mittelpunkt 
eines Strahl enbünd eis eine beliebige Kugelfliiche, so schneiden 
die Strahlen des Bündels aus derselben Punkte, die Ebenen 
aber grÖfste Kreise aus; jedem Kautenwinkel des Bündels 
entspricht ein Bogen eines grofsten ICreises, jedem Flächen- 
winkel der Winkel zweier solcher Kreisbogen; einer w-soitigen 
Ecke entspricht ein spärisches w-eck u. s. w. Kurz, die 
Lehre von den Strahlenbündehi ist wesentlich identisch mit 
der sog. SpMrilc. Wir überlassen es dem Leser, die folgen- 
den Sätze auf die Kugel zu übertragen, wodurch sie meistens 
an Anschaulichkeit gewinnen. Auf der anderen Seite bietet 
die hier gewählte Darstellung den grofsen Vorteil, dafs die 
Wechselbeziehungen zwischen Planimetrie und Spharik in 
diis hellste Licht gerückt werden. 

Die einfachsten Sätze über Ecken finden sich bei Euklid. 
Die Sphärik wurde bearbeitet von Tlieodoslus von Tripolis, 
ferner, besonders nach der trigonometrischen Seite hin, von 
Menelaos und Ptolemcws, Die dualistischen Beziehungen 
wurden erst B])äter erkannt (Vieta, SneÜMts a. a.}. Im Übrigen 
sei auf die Litte ratu ran gaben in Baltser's Stereometrie und 
Trigonometrie verwiesen. 
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Die dreiseitige Ecke. 

1. Werden drei ebene AVmk(di;iuiue mit ihren iSdifulieiii 
paarweise aiieinau der gesetzt, so dafs der Seheitel geiuein- 
schaftlich wird, so entsteht die dreiseitige Ecke; sie besitzt 
die Winkelräume als Seitenflächen, die in den Kanten zu- 
sammenetofsen. Bei der dreiseitigen Ecke kommen secbs 
Bestimmungsstüeke in Betracht: die drei Winlcelgröfscn der 
Seitenflächen und die drei inneren*) Neigvwjswinliel swisdien 
je zwei aufeinander folgenden Seitenflächen. Wie beim ebenen 
Dreieck bezeichnen wir in der Folge die Mafse der drei Seiten 
der Ecke mit a, h, c, die Mafse der gegenüberliegenden 
Winkel mit a, ß, y. 

Eine Ecke, deren Seiten und Winkel silmtlicli einaelii 
kleiner als 22J sind, nennt mau eine lionmxc Ecke, 

2. Drei Ebenen, die sich in einem im Endliehen ge- 
legenen Punkte schneiden, teilen den Raum in acht Teile, 
deren jedem eine konvexe Ecke entspricht, üreifen wir 
eine beliebige unter diesen acht konvexen Ecken heraus, su 
heifst die ihr gegenüberliegende die Gegenr.dr, die drei an 
ihre Seiten angrenzenden heifsen N'-benecJ-en, die drei (jegen- 
ecken der Nebenecken, die an die Kanten der Ecke anatufseu, 
heifsen Sekeitelecken. Die Seiten und Winkel der Gegenecke 
sind Scheitelwinkel zu den Seiten und Winkeln der Ecke, 
also ihnen gleich. Trotzdem ist die Gegenecke der Ecke im 
allgemeinen nicht gleich, da man beide nicht ineinander 
legen kann; bnngt man sie so ineinander, dafs sie sich mit 
einer Seite decken, so kommen nicht die entsprechenden 
Winkel aufeinander. Man nennt ewci räumhchc Gebilde, die 
in allen eimel/nen Teüen der Beihe nach iil&'eimtimmen ohne 
gleicii SU sein, syinmelrisch. In der ebenen Geometrie tritt 
der Begriff der Symmetrie nicht auf, weil die Ebene um- 
kehrbar ist. Zwei GegenecJcen sind also symmetrisch. Die 
Nebenecken und Scheitele eken stimmen mit der Ecke in 

*) Jedes Gebilde dei' besciiiiebenen Art rejiräeentierl zwei Ecken, 
je nachdem man die eine oder die andere Seite der Gesamtheit der 
SeitenHächen als innere oder kufseie fest'setzt, was willkürlicli ist. 
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171 



einer Seite und dem ihr gegenüberliegenden Winkel übereiu, 
während die beiden anderen Seiten niid Winkel denen der 
Ecke supplementär sind. Jede Nebenecke ist zu der gegen- 
überliegenden Scheiteleeke symmetrisch. 

Zu jeder Ecke erhält man die Folarecke, indem man im 
Sclieitelponkt auf den drei Seitenflächen nach aufsen Perpen- 
dikel errichtet und durch Ebenen verbindet; sie ist bei jeder 
konvexen Ecke wieder konvex, wie aus § 38, 7 folgt. 

3. In jed^r lnuivexen 
dreiseitigst Ecke sind zwei 
Seiten zusanmien immer 
grüfb-er cäs die dritte. 

Beweis. (Fig. 34.) Seien 
der Scheitel, ^10, ZJO, CO 
die Kanten der Ecke und 
^AOC die größte Seite 
derselben (nur für diese als 
dritte Seite braucht der Be- 
weis geführt zu werden). 
Wir ziehen dann A(J, 
machen ^ ÄOD = AOII 
anSÄOC, femer OE = OD 
auf OH and ziehen AE yi^ ^i. 

und CE. Dann ist A AOD 

= AOE, also AD = AE. Da andererseits AE + EC 
>ÄD + DG ißt, so folgt EC> Da Da A EOC und DOC 
in zwei Seiten übereinstimmen, so folgt weiter (§ 13, 4) 
■^EOC>DOC> also ^A0B-\-E0C>AOC. 

Ist -^ A0C>2B, so ergiebt die Konstruktion eine 
wesentlich andere Figur; der Satz gilt, wie die einfachsten 
Beispiele zeigen, nicht für Ecken mit einer überstumpfen Seite. 

4. Wendet man diesen Satz auf die Polarecke an, so folgt 

21t — u<21i~ß-\- 2R~y 
oder 

ß-{-y-a<21L 

5. Wendet mau andererseits den Satz auf eine Neben- 
ecke an, so erhält man 

2R-- a + 2E — i>c 
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172 Stereometrie. 

oder 

4 j; > « + 6 + t. 

Dies giebt deu Satz: Die Summe der Seiten ctiicf luutrxun 
dreiöeitiyen Ecke betrag! weniger als vier Hechte. 

Für nicht konvexe Ecken wird auch diesur Satz, wie 
der folgende, hinfällig. 

Die untere Grenze für die Summe der Seiten ist 0, wie 
die einfachste Anschauung zeigt, aber auch aus den späteren 
metrischen Relationen ersichtlich ist. Der gewöhnliche Be- 
weis des obigen Satzes, der für beliebige vielseitige konvexe 
Ecken gemeinsam geführt wird, nimmt das Parallelenuxiom 
zu flilfe imd entbehrt der nötigen Strenge. 

6. Ühertriigt mau die Resultate der letzten Nummer 
auf die Polarecke, so folgt 

■iE>2B — n + 21i-li-\- --'11 —y>() 
oder 

2E<ci-{- ß-i-y<ßB. 
Also: die Winkelsumme der konvexen dreiseitigen Ecke he- 
Irägt mehr als zwei und weniger als sechs Hechte. 

Der Überschufs der Winkelsumme der dreiseitigen Ecke 
über zwei Rechte beifst der sphärische Exsefs (nach der Be- 
zeichnungsweise der Sphärik). 

7. Zwei dreiseitige Ecken sind gleidi oder symmetrisch, 
wenn sie in einer Seite und den ieiden anliegenden Winkeln 
oder in zwei Seiten tmd dem eingeschlossenen Winkel überein- 
stimmen. 

In beiden Fällen kanu man nämlich entweder die Ecken 
selbst (Gleichheit) oder die eine Ecke mit der Gegenecke 
der andern (Symmetrie) zum Zusammenfallen bringen. Der 
eine Satz folgt aufserdem aus dem anderen durch Anwendung 
auf die Polarecke. 

8. Gleichen Seiten der dreiseitigen Ecke Hegen gleiche 
Winlcel gegenüber und nmgäcehrt. 

Solche {gleichsch&^ligc und gleichseitige) Ecken sind nach 
der vorigen Nummer ihrer Gegenecke gleich. 

In der gleichseitigen Ecke siud alle drei Winkel gleich 
und umgekehrt. 

Sind simi Seiten der Ecke Hechte, so sind es auch die 
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§ 40 Metrische Eelationen bei dei drei' eit gen Ecte 173 

gegrmtherlwgendeti Wiii! i und nniqflehrt Im eratcn Falle 
stellt mmhcli die den beiden gleichen Seiten gemeimame 
Kint« auf dei driften Stitenflache aenkieclit aho th in dies 
auch die durch sie gehenden Seitenflächen, im zweiten 1 ill 
wild umgekehrt geschlo'.sen Ttu tlntte bette tsf dann jedesmal 
dem dtiüen Winfel gkieli da sie den Neigungswinkel dei 
beiden anderen Seitenflacheii dat&tellt 

9. Zuei diiiseiügc Feleii s ad gleich odei symmcUisch 
tvenn sie in den dtet Seiten odei «m äen dtet Winlejn uherein 
stimmm} Im ersten Falle legt man beide Ecken odei die 
ine und die Gegenecl e der andeitu anunander so dafs die 
Lage eine symmetrische wnd alsdann vubmdtt ma,n di 
gegenü bei liegenden Rauten duidi eine Ebene und schliefst 
wie in § 11 1 weitei Der /weite tili reduiiiert sich auf 
den ersten wenn mau an Stelle der Ecken ihre Polaieckeu 
betrachtet 

Die beiden Falle dafs zwei dreiseitige Ecken m zwei 
Seiten und einem nicht i ingeschlossenen Winkel Dder in 
einer Seite einem anliegenden imd dem ^cgeniibei liegenden 
Winkel über einstimmen behindcln wir im einfachsten bfi 
d n metrischen Eelttionen der Ecl cn — 

Die Sätze dieses Paragraphen sind sämtlich vom 
Parallelenaxiom unabhängig. 

§ 40. 
Metrische Belationen bei der dreiseitigen Ecke. 

1. Aus dem Vorhergehenden ist schon ersichthch, dafs 
eine dreiseitige Ecke (abgesehen von der Reihenfolge der 
Stücke) durch drei Stücke ein- oder mehrdeutig bestimmt 
sein wird, dafs also drei imahkängige üelatiotum zwischen den 
sechs 8tü<^en der Ecke existieren. Die Behandlung dieser 
Eelationen wird als die sphärische Trigonometrie bezeichnet. 

Ist in Fig. 35 (S. 174) OAJBC die zunächst als konvex 
vorausgesetzte Ecke, in der die Winkel «, ß, y an den Kanten 
OA, OB, OC, die Seiten a, h, c diesen gegenüber liegen, so 
machen wir in den Ebenen AOB und AOC die Geraden 
El) und FB senkrecht auf OA und ziehen FE; es ist 
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dann ^ EDF = a*). Wir haben nun, wenn OD = 
EF =^ X gesetzt wird, 

BE^r^^-^, DF^r-^, 0E=~^—, OF = ~- 




und naclL § 2G, 7 durch Behandlung der Dreiecke T>EF 
und OEF 



und 



/,.+' 



i durch Gleichsetzen der rechten Seiten folgt 
sin'b , aiu^c aarnft sinccoa« ^ 4_ ^ _ .^.^o?." 

oder nach Umstellung und geeigneter Zusammenfassung 



oder 



s h cos c -|- sin 6 sin c cos u 



*) Die Figur bekommt nar dann das gezeichnete Auaselieti, wenn 
& und C spiti.e Winkel sind; andernfalls bleibt jeiloch die Schlufsweiae 
dieselbe. 
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g 40. Metriaclio ßelationen liei der dreiseitigen Ecke. 175 

und ebenso 

cos b = co.s c eoa a -{- sine sin a cos ß , 
cos c = cos « cos i + sin a sin h cos y. 
Diese drei Formeln, welche den sphärischen Kosinussatz dar- 
stellen, sind voneinander unabhängig, da die Gröfaeji cos«, 
eoa ß, cos y immer nur in einer von ihnen vorkommen; sie 
liefern die metrischen Relationen der dreiseitigen Ecke voll- 
ständig. 

2. Die gegebene Entwicklung ist von der absoluten 
Grüfse der Hilfsdreiecke vollkommen unabhängig; dieselben 
können auch als verschwindend klein angenommen werden. 
Da nun nach § 26, 14 die ebene Trigonometrie auch bei 
Nichtannahme des Parallelenaxioras für unendlich kleine Drei- 
ecke gut, so sind der ^»härische Kosinusscds und damit die 
ganze spliärischc Trigonomeirie wie überhaupt sümÜiche metrische 
Edationm im Strahlerdnindd vom Parallelenaxiom unabhängig. 

3. Wendet man den Kosinussatz auf die Polarecke an, 
so findet man 

cos (2fi — «) = cos {2B — ß) cos {2B - y) 

+ sin (2 j; ~ f) sin (2-R - y) cos (2 j; - «) 
oder nach Umkehrung der Zeichen 

cos K = — cos ß cos y -f- sin ^ sin y cos a, 

ferner 

cos ß ^ — cos y cos a -\- ^\n y sin a cos h , 
cos y = — cos K cos ß -f- sin c( sin ß cos c. 

Diese Formeln hätten auch auf algebraischem Wege ans den 

vorhergehenden abgeleitet werden können. 

4. Wir haben nach dem Kosinussatze 



-y\ 



y ain"6sin'c - ■ cos' 6 cos" e - cos^n -\- 2 cos neos 6 coa c 
oder nach Ersetzung der Sinus im Zähler durch die Kosinus 
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)/ 1 — cos' II — cofl' 6 — iion' c 4- COM a eos b cos c 
S111 ß: = — ■ ■ ■■ ■■ . — -' - - , 

worin der Zähler in a, h und c symmetrisch ist*). Daher 
haben wir 

Weil bei der konvexen Ecke alle auftretenden Sinus positiv 
sind, ist das Pluszeichen zu wählen. Durch Umstellung und 
Buchstabenvertauscliung finden wir den spfiunsdum Sinnssaii:: 

Derselbe entsiiricht sieh selbst polar; er liefert nur zwei 
Gleichungen und genügt daher altein nicht zur vollständigen 
Bestimmung der Ecke. Für sämtliche acht Ecken, welche 
durch drei Ebenen bestimmt werden, gelten dieselben Binus- 
formeln. 

5. Aus 

folgt 

und ebenso 



■ 1+^ + '^" ■ ~i+"''_"h 



sm „- 



V'' 



Da - < 1 .K, so ist für die Wurzelgröfsen der positive Wert 
zu wählen. Mit Hilfe dieser und der entsprechenden Formeln 
haben wir 

*) Dieser Zähler wird von v. StniiiU als der Sinns der F.cl^e be- 
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§ 40. Metriaehe Relationen bei der dreiseitigen Ecke. 177 
Sin —~ - = sin - cos -^ + cos — sin - 









2 sin -g- cos - 

also nach ausgeführter Faktoren Zerlegung auf der rechten 
Seite 

lg a cos 4- sm — coa — - — cos 4- cos — - — 

2 sin — cos 4 cos — 



Multiplizieren wir die Nenner weg und machen die analo- 
gen Entwicklungen für cos T" ? ^^ erhalten wir die vier 
G^aüss'schen Formeln*): 

. <^ + ß _c_ _ a-h y 



cos ~^-c sm .^- = s,n ■ .^ sin ,, , 
die sich gegenseitig polar entsprechen. 

*) Qleiciizeitig mit Gauss leiteten Delwmbre und Molbveide diese 
Gleichungen al). 
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178 Stereometrie, 

6. Die Gauss' ächen Pormeln sind das bequemste Mitte!, 
um einige bemerkenswerte Sätze über konvexe dreiseitige 
Ecken zu finden. 

a. Da cos -^ ^^^ sin "ö positiv sind, so müssen nach 

der dritten Formel cos ^i^ und cos - 1- dasselbe Zeichen 
haben, resp. gleichzeitig verschwmden. Es sind daher k + ^ 
und o+ 6 gleichzeitig ^2R. Ist a ■{- b^2B, so ist die 
gröfsere von beiden Seiten stumpf, ist fl + 6<;2B, so ist 
die kleinere Seite spitz; dasselbe gilt für a und ß. 

h. Da auch sin -- und cos ~ positiv sind und ^-^- 
uiid --— nicht über IB betragen, so folgt aus der zweiten 
Formel, dafs für a^ß auch a^b ist; also: 

In der "konvexen dreiseitigen Ecke liegt der gr'öfseren vcm 
swei Seiten cmch der gröfsere Winhel gegmiübef wnd wngekekrt; 
gleichen Seiten liegen gleiche Winkel gegenüber und umge- 
kehrt, wie schon § 39, 8 bewiesen wurde, 

7. Wir haben noch kurz zu zeigen, wie man mittels 
der aufgestellten Formeln aus drei gegebenen Stücken einer 
konvexen dreiseitigen Ecke die übrigen berechnet, und dabei zu 
entscheiden, wann sich überhaupt aus drei gegebenen Stücken 
Ecken bilden lassen, resp. wie viele solche möglich sind. 
Direkt klar ist nur, dafs man aus drei nebeneinander liegenden 
Stücken (zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel oder 
einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln) immer eine 
Ecke (und die zu ihr symmetrische) bilden kann; sind wir aber 
im Stande zu irgend drei Stücken die übrigen als reelle Gröfsen 
zu berechnen, so ist hiernach die Ecke auch konstruierbar. 

Sind 6, c und e gegeben, so berechnen wir nach dem 
Kosinussatze a und zwar in eindeutiger Weise; die Ümkeh- 
rung des Kosinussatzes liefert dann auch ß und y eindeutig: 
cos ß = ^ -. u. s. w.*). 

*) Die Ponnein für coh -^ und sin -^ sind zweckmäfsigcr für die 
Eechnung, doch befassen wir uns hier gruudsätzlich nicht mit Auf- 
alellung der bequemsten Formeln. 
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Auch der Sinussatz kann zur BereehnuDg von ß und y 
benutzt werden; da indessen zu demselben Sinus ein spitzer 
und ein stumpfer Winkel gehört, so müssen die Sätze der 
vorigen Nummer zur Entscheidung herangezogen werden. 

Sind ß, y und a gegeben, so führt der polare Kosinns- 
satz in gleicher Weise zum Ziele. 

Sind die drei Seiten a, b, c gegeben, so haben wir 



woraus die Winkel eindeutig gefunden werden. Soll die Rech- 
nung ein reelles, brauchbares Resultat liefern, so mufs 



- 1<- 



-<1 



oder 



sin h sin c < cos a — eos b eoa e < siu ö sin c 
& sin c < cos a < cos b eos c -|- sin ö s 



oder 
cos b cos c 
oder 

eos (i -{-■ cj < cos a < cos {b — c) 
sein, d, h. es mufa für h -{- c <.2Ii 

i-\-c>a> + {b — c} 
sein. Ist 6 -{- c > 2 li, so betrachten wir die an a 
Nebenecke, für die 

eos (4 -R — b — c) < cos a < cos (h — e), 



I gelegte 



oder 



411- 



c> « > + (6 - c) 



4iJ>fl + & + c, a>±{b-c) 
sein muls Die Ucle i-^t aho im/met dann und nui üami mog 
IkIi, umn ie zuei Seilen ^tsammen grol-.ei •,ind als du. dufte 
und die Summe det dnt '^iten weniget als mei Hechte bäragt 
Die Berechnung dei drei Seiten aus den drei Winkeln 
a, ß, y ergiebfc sich in gleicher \^ei'.e aus dem polaren 
Kosmusbitz Die Winkel dürfen beliebig gewählt werden 
wenn nur die Lngleiehheiten, die aus den vorhergehenden 
durch polare Umformung hervorgehen, gewahrt bleiben: 

« + /3<2B + 5', /i+ 3,<27i-{-«, j'4-«<2i"^ + ji; 
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aus clen drei letzten Ungleichheiten folgt der zweite Teil 
der ersten. 

Sind a, b und a gegeben, so findet man nach dem 



sin ß = --- : , 

wodurch ß zweideutig bestimmt ist. Diese Gleichung giebt 
als notwendige Bedingung für die Existenz der Ecke 

oder 

sin h sina ^ sin a . 
Die Bestimmung von ß wird eindeutig, falls sin j3 = 1, 
ß ^ IR ist; aber auch sonst sind nicht immer beide Werte 
für ß zulässig. 

a. Ist a -\- h ^ 2Jß, also auch a -\- ß = 2iJ, so ist 
schon durch die letztere Gleichung ß eindeutig bestimmt. 

b. Ist rt + ft < 2 B, also « + /3 < 2 R, so mufs im Falle 
a>}>, also cc> ß, der Winkel ß spitz sein, während er für 
rt < 6, cc <C ß sowohl spitz wie stumpf sein kann. 

c. Ist a + b>2B, alsoK + /5>2Ji:, so mufs fiir«<?-, 
a <. ß sicher ß stumpf sein, während für a>6 beide Werte 
zulässig sind. 

d. Für a = i wird a = ß. 

Nachdem ß bestimmt ist, läfst sich c und damit auch 
y auf eindeutige Weise finden, z, B, in der folgenden Art. 
Wir eliminieren aus 

cos c = cos a cos S + sin a sin b cos y und 
cos y ^ — cos K cos ß -j- siu cc Sin ß cos c 
die Gröfse cos y und finden 

Damit diese Bestimmung möglich sei, mufs die Bedingung 

erfüllt sein, die sich nach Wegschaffung des positiven Nenners 
in die beiden Ungleichheiten 
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— 1 < coB a cos ö — sin a sin b cos (k — ß) 
und 

1 > cos a cos i — sma sin b cos (« -\- ß) 
umgestaltet. Die Werte der rechts steh eu den Gröfseu liegen 
zwischen 

eos a cos b — sin « sin b = cos (a + b) 
und 

cos a cos h -\- sin a sin i = cos (a — b), 
geniigen den Bedingungen daher immer. 

Vollständig parallel hierzu ist die Untersuchung, wenn 
a, a und ß gegeben sind; wir brauchen nur Seiten und Winkel 
zu vertauschen. Wir können seh lief slich noch die beiden 
Gleiehheitssätze aussprechen: 

Zwei konvexe dreiseitige Ecken sind gleich oder symme- 
trisch, wenn sie übereinstimmen in Mvei Seiten wnd dem der 
gröfseren oder kleineren derselben gegenOberliegmtden Winkel, 
je nachdem die Summe der beiden Seiten ^2M oder > 2 ü 
ist. Auch sind sie gleidi oder symmetrisch, wenn sie überein- 
stimmen in einer Seite, einem müiegenden und dem gegenüber- 
liegenden Winkd, wenn der gegenüberliegende Winkel der gröfsere 
odeir kleinere ist, je nachdem die Summe der bädm Winkel 
^2Ü oder ^2K ist. 

8. Wenn die Seiten oder Wirikel der dreiseitigen Ecke 
teilweise gröfser als moei Beckte sind, so bleiben die gefundenen 
Formeln der sphärischen Trigonometrie in Gültigkeit*'). 

Bewela: Es genügt, Elemente in betracht zu ziehen, die 
vier Rechte nicht erreichen, da grüfsere ohne Weiteres durch 
kleinere ersetzt werden können. Denkt man sich die drei 
Ebenen, welche die nicht konvexe Ecke bilden, zu ihrem 
ganzen Umfange ausgedehnt, so erhält man wieder acht kon- 
vexe Ecken, von denen mehrere zusammengenommen die zu 
untersuchende Ecke geben. Im einfachsten Falle besteht die 
Ecke aus drei konvexen Ecken, die sich aber auf doppelte 
Art zusammensetzen können: entweder sind an eine konvexe 

*) In voller Allgemeinheit wurden diu Formeln der aphäriachen 
Trigonometrie zueilt von Möbius begründet {Über eine neue Behand- 
limgsweise der amäytisehen Sphärik, Ges. Werhe, B. II, p. 1). Die 
hier gewählte DarsteUnng ist von der Möbius'sclLen verscbieden. 
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Ecke zwei Nubeuecken, oder es ist eine Nebeneeke und die 
gegenüberliegende Scheiteleeke aiigesetzt. Im ersten Falle 
wird die Ecke durch Zufüguug einer konvexen Ecke aum 
Halbraume, im zweiten zu einem doppelten Flächenwinkel 
ergänzt. Im ersten Falle hat sie eine konvexe und zwei kon- 
kave Seiten, denen gleichartige Winkel gegenüber liegen; im 
/.weiten sind zwei Seiten konvex, eine ist konkav, und die 
Winkel sind zu den gegenüberliegenden Seiten gleichartig. 
Bezeichnen wir die sechs Stücke der Ecke wie früher, diß ent- 
sprechenden der ergänzenden konvexen Ecke mit «j, b^, c, ; 
'^it ßij 7\i ^o haben wir im ersten Falle 

«, = 4 j; - «, \^ h, <Ji = c, 

ß, =4K _ «, ß^^21i- ß, y, =2J; -y, 
im zweiten 

a, = a, ß,^2B-ß, y^^2E~-y. 
Führt man diese Werte ia die verschiedenen Gleichungen 
(Kosinnssatz, polarer Eosinussatz, Sinossatz, Gauss'sche Glei- 
chungen) ein, so nehmen diese für a, a u. s. w. die gleiche 
Form an {die Gauss'schen Gleichungen vertauschen sieh unter- 
einander). 

Die weiteren möglichen Ecken setzen sich aus fünf oder 
sieben konvexen zusammen; ihre Ergänzungen zum Geaamt- 
raum bestehen aus drei konvexen Ecken oder aus einer. 
Ihre Seiten stimmen mit denen der ergänzenden Ecke über- 
eiii; ihre Winkel betragen mit den entsprechenden der Er- 
gänzungsecke zusammen vier Rechte. Ersetzt man aber in 
den Formeln die Winkel durch ihre Ergänzungen zu vier 
Rechten, so erleiden sie ebenfalls keine Veränderung. 

§ 41. 
Der Inhalt der Ecken. 

1. Fassen wir die Ecke als ein durch aneinanderstofsende 
Winkelräume, die sich zunächst nicht gegenseitig durchsetzen 
mögen, umgrenztes Gebilde auf, so können wir derselben einen 
Inhalt beimessen. Wir werden denselben ebensowenig defi- 
nieren wie den Flächeninhalt einer ebenen Figur; wir werden 
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g 41. Dür luhalt der EokeD. 183 

nur zu zeigen haben, dafs Ecken als gleich erkannt und 
addiert werden können. Das erster e leuchtet unmittelbar 
ein; das letztere ist auch möglich, da man durch Äueinauder- 
setzen zweier Ecken wieder eine neue Ecke erhält. Das Wei- 
tere ist analog dem über den Flächeninhalt Gesagten (_§ 24). 
Auch hier kommen wir ohne ein Axiom nicht aus: Zivci 
Eclten, welche durch sine Art der Zusammensetzung — additiver 
oder suhiraküver — aus eimelnen, gleichen Eckm als inhältsgleich 
erhmnt sind, erweisen sidt auch hei jeder andern Zersclmeidunff 
und Zusßmmensetsung als inhaltsgleich. 

Wir bezeichnen die In b alt s gleich heit zweier Ecken mit 
demselben Zeichen e^ wie die Fläcbengleichheit ebener Cie- 
bilde. — Übrigens ist zu bemerken, dafs eiue Ecke auch 
mehrfach den Gesamtraum umfassen kann, ähnlich wie man 
bei einem Winkel ein beliebiges Vielfache von vier Rechien zu- 
fügen darf; wir brauchen hierauf wohl nicht weiter einzugeben. 

2. Zwei symmetrische dreiseitige Ecken sind inhaltsgleich. 
Beweis: Man errichte bei beiden in den Mitten je zweier 

Seiten senkrechte Ebenen und lege je drei Ebenen durch die 
Schnittlinie derselben und die drei Kanten, Durch diese Ebenen 
werden die beiden Ecken in je drei gleichschenklige Ecken 
zerlegt, die einzeln einander gleich sind. 

Da man irgend welche Ecken in dreiseitige zerlegen 
kann, so folgt, dafs überhaupt symmetrische Ecken inhalts- 
gleich sind. 

3. Da der gesamte Raum als Ecke mit beliebigem 
Scheitel gedacht werden kann, so kann man ihn als Mafs- 
einheit der Ecken benutzen. Die Flächenwinkel können eben- 
falls mit in Vergleich gezogen werden; ist die GrÖfse eines 
aolchen, in Rechten ausgedrückt, a, so ist sein Inhalt 

gleich Z^- 

4. Ist eine konvexe dreiseitige Ecke mit den Winkeln 
a, ß, y vorgelegt, so erzeugen wir durch Erweiterung ihrer 
Ebenen die Nebeuecken, Scheiteleckeu und die Gegenecke. 
Der Inhalt der letzteren ist demjenigen, J, der Ecke selbst 
gleich. Die Ecke bildet mit jeder Nebenecke zusammen einen 
Flächen w in k el , ebenso die Gegeneeke mit jeder Scheitelecke; 
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184 Stereometrie. 

die letzteren Flächenwinkel sind den ersteren einzeln gleich. 
Diese Fläehenwiniel haben tlie Gröfse a, ß, y, also den Inhalt 
■7^. 7^, -rU- Die sechs Flächenwinkel zusammen bedecken 
den ganzen Raum und aufserdem die Ecke und ihre Gegen- 
ecke noch doppelt. Wir haben also die Gleichung 



J = 



8B 8Ji 



folgt, wenn E den sph 1 e Es efs der Ecke bezeichnet. 
Bei einer nicht konv n E k welche aus drei konvexen 
zusammengesetzt ist, n 1 1 n Se tenebenen sich gegenseitig 
nicht durchsetzen, die al dem ten Falle von §40, 8 an- 
gehört, bestimme ma ] n Inhalt der ergänzenden konvexen 
Ecke und ziehe ihn von dem Halbraume ab. Analog ver- 
fahre man, wenn die Ecke aus fünf oder sieben konvexen 
zusammengesetzt ist. Immer erhält man die gleiche Formel 

Dieses Resultat ist streng analog dem Satze über den 
F'lächeninhalt ebener Dreiecke bei Verwerfung des Parallelen- 
axioms (§ 15, Ö. b). Es braucht kaum hinzugefugt zu wer- 
den, dafs die Lehre vom Inhalte der Ecken von diesem Axiom 
unabhängig ist. 

5, Eine konvexe H-seitige Ecke mit sich nicht durch- 
setzenden Seitenebenen läfst sieh durch n — 3 Diagonalebenen 
(die durch zwei Kanten gehen, welche noch nicht durch 
Ebenen der Ecke verbunden sind) in n — 2 dreiseitige Ecken 
zerlegen. Daher ist die "Winkelsumme der »i-seitigen Ecke 
gröfser &h {n — 2) 2It = 2nB — AR. Da kein Winkel 
2fi erreicht, so ist sie kleiner als 2nS. 

6. För den Inhalt der n-seitigen Ecke, deren Winkel 
u, ß, y, . . .V sind, finden wir durch dieselbe Zerlegung 



J- 



8Ü 
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§ 42. Vier uncl mehr Ebenen oder Stcahlen im Strablenbündel, 185 

oder, wenn wir hier mit £„ den Überschufs der Wiukelsumme 
Über diejenige des ebenen w-ecks bezeiclmeii : 

^ -Tb 

7. Den Inhalt einer Ecke mit aich durehsclmeidendeii 
Seitenebenen können wir minmehr als durch die letzte Formel 
definiert ansehen; die Ecke erhält einen verschiedenen Inhalt, 
je nachdem man sich ihre Umgrenzung auf der einen oder 
der anderen Seite durchlaufen denkt; bei Messung der Winkel 
mufs ein bestimmter Drehungssinn als der positive festgesetzt 
werden. 

§43. 
Vior und mehr Ebenen oder Strsrhlen im Strahlenbimdel. 

1. Schneiden sich vier Ebenen eines Strahlenbündels, 
ohne dafs drei einen Strahl gemeinsam haben, so werden in 
jeder durch die drei andern zwei ifantenwinkel bestimmt, 
die nicht linear voneinander abhängig sind. Von den acht 
auf diese Weise in den vier Ebenen bestimmten Kanten- 
winkeln sind fünf voneinander unabhängig; denn man kann 
zunächst drei Ebenen dadurch zueinander festlegen, dafs man 
die drei Seiten einer der dreiseitigen Ecken bestimmt, welche 
sie bilden, und kann dann die Lage der vierten Ebene durch 
Angabe von zwei weiteren Winkeln, die sie in zwei der 
ersten Ebenen aussehneidet, fixieren. Zwischen jenen acht 
Kantenwinkeln bestehen daher drei Belationen. Um dieselben 
herzuleiten, denken wir uns eine der dreiseitigen Ecken 
OABC, welche die drei ersten Ebenen bilden, durch die 
vierte Ebene geschnitten, und bezeichnen je eine der Hälften 
ihrer Schnittlinien mit den Ebenen BOC, COÄ, AOB durcli 
OD, (TE, OF. Die Kantenwinkel AOB u. s. w. bezeichnen 
wir mit AB u. s. w, und betrachten hierbei die Winkel AB 
und BA als entgegengesetzt. Den Umlauf um die Umgren- 
zung der Ecke in der Richtung ABC betrachten wir als 
den positiveo, den umgekehrten als den negativen. Analog 
bezeichnen wir den Neigungswinkel von SOG und COA mit 
BGA u. s. w. Nun ist nach dem Sinussatze, wenn wir zu- 
nächst auf die Zeichen keine Rücksieht nehmen, 
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»iaAF _ üuÄJ'JF 

sinEÄ ~ sin B FD' 

sin BD ^ sin B FI) 

BiaFB^ ainBDF' 

sittOE _ sinEDC^ _ Hi n BB F 

sin nC~ sin C ED "^ sin AEF' 
Muitipliziereu wir diese drei Gleichungen und beachten in 
bezug auf das Vorzeichen, dafa die vierte Ebene entweder 
voa einer oder von drei Seiten der Ecke nur die Verlänge- 
rung tri£Ft, wodurch jedesmal je zwei Kantenwinkel entgegen- 
gesetztes Zeichen annehmen, so erhalten wir die Gleichung 
= — 1. 



nAFmiBDs 



sin FB siaDCsinEA ' 
Dieselbe ist von Menelaos (in anderer Form) gefunden und 
entspricht dem Satze desselben fßr das Vierseit vollkommen; 
an die Stelle von Strecken treten hier die Sinus der ent- 
sprechenden Kantenwinkel. 

Welche der beiden Halbschnittgeradeu, die die vierte 
Ebene mit einer der ersten bildet, mau wählt, ist gleich- 
giltig, da die fraglichen Winkel um 2R verschieden sind, 
ihre Sinus also das entgegengesetzte Zeichen haben; da diese 
Z eichen äoderung immer bei zwei der Sinns eintritt, ist sie 
ohne Einflufs. 

Die Umkehrung des Satzes ist leicht zu erweisen. 

2. Der Satz des Menelaos liefert, da man jede der vier 
Ebenen als die Schneidende der drei andern ansehen kann, 
vier Relationen, von denen jede die Folge der drei andern 
ist. Dagegen lassen sich die Relationen nicht, wie in der 
Planimetrie, auf zwei reduzieren, wie man bei dem Versuche, 
die analoge Reduktion wie in § 20, 3 durchzuführen, erkennt. 
Der dritten metrischen Relation (§ 22, 2) läfst sich allerdings 
eine analoge an die Seite setzen; wendet man den feosinus- 
satz auf die Ecken OCDE und OCAB, welche den Winkel 
IJÜl! ^ AGB gemeinsam haben, an und setzt die Auedrücke 
lur cos DCE gleich, so findet man 

COB A B — tJOsAGao sBC _ cos DE ^ i:os D G cob EC 
"sin AG a'iuBü' ~ sinDCsiaEÜ 

Diese Gleichung kann jedoch auch aus dem Satze des Mene- 
laos abgeleitet werden. 
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3. Infolge der Analogie der beideu Siitze des Meneiaos 
läfst sich eine Reihe vou Sätzen, die für ebene Figuren gel- 
ten, direkt auf die analogen Gebilde des Strahlenbiindels 
übertragen; alle plauimcb tschen Sülze, die auf, dein des Mene- 
iaos folgen, ohne daß Strecken aus einseinen Teilen zusammen- 
siisetsen wären (man vgl. die dritte metrische Relation — es 
ist eben sin (AB -\- BC) nicht gleich ain AB -\- sin BC), 
gelten in der Weise für den StrahJenhUndel, daß an Sielte von 
Sfreeken die Sintis der entsprechenden Kam,tenmvd\d treten, wäh- 
rend die ebenen WinJicl durch Flächemvinkel ersetzt iverdeii. Es 
möge dem Leser überlassen bleiben, diese Sätze eingehend 
zu eritwickehi; hier mag eine kurze Übersicht genügen. Es 
lassen sich auf den HtvahlenbiinJel übertragen: 

a. der Satz des Gesa (§ 23); 

b. der reciproke Satz zum Satze des Meneiaos (§ 27, 3); 

c. die meisten Sätze über Doppel Verhältnisse und pro- 
jektivische Zuordming; 

d. die beiden Fundamentalaätze der Geometrie der Lage; 

e. die Sätze über Kollineation und Reeiprozität, soweit 
sie von den Besonderheiten der unendlich fernen 
Punkte nicht beeinflufst sind. Von Ähnlichkeit und 
Affinität kann hier keine Rede sein. 

4r. Die gefimdenen Resultate der Geometrie der Lage 
im Strahlenbündel sind vom Parallel enaxiom vollkommen 
unabhängig, falls man nur den Mittelpunkt des Bündels als 
im Endlichen gelegen annimmt. Wir gelangen von hier aus 
zu einem wichtigen Rückblick auf die Satze der ebenen Geo- 
metrie der Lage, die nur unter der Voraussetzung des Paral- 
lelenaxioms bewiesen wurden. Hat man irgend einen solchen 
Satz für das Strahlenbündei begründet (also z. B. den Satz, 
dafs wenn die Verbindungsebenen je zweier entsprechenden 
Kanten zweier dreiseitigen Ecken durch denselben Strahl 
gehen, die Schnittlinien der entsprechenden Seitenebenen 
dieser Ecken in derselben Ebene liegen), so braucht man das 
Strahlenbündel nur durch eine beliebige, nicht durch seinen 
Mittelpunkt gehende Ebene zu schneiden, um in derselben 
ein entsprechendes Gebilde ausgeschnitten zu erhatten, vor- 
ausgesetzt, dafs die in Frage kommenden Strahlen des Bündels 
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auch wirklich tlie Ebene treffen; das letztere ist aber bei 
Verwerfung des Parallelenasioms nicht notwendig. Hieraus 
folgt das Resultat: 

Die ebene Geometrie der Lage bleibt mtch hei Nkhtantt<fJi/nie 
des Parallelellaxioms bestellen mit der Beschränkung, dafs an 
Stelle des Vorhandenseins eines gemeinsamen Schnitt^nbtes von 
mehr als mvei Geraden auch das Nicktschneiden (ParaJlelsein) 
derselben ladeten hann. 

Mit den Hilfsmitteln der nicht -Euklidischen Geometrie 
kann das Resultat auch planimetrisch abgeleitet werden. 

§ 43. 
Vier Ebenen und Punkte; die Pyramide. 

1. Vier Ebenen schneiden sich bei Annahme des Paral- 
lelenasioms im allgemeinen Falle in sechs Geraden und vier 
Punkten und ebenso bestimmen vier Punkte sechs Gerade 
und vier Ebenen; beide Gebilde sind identisch. Liegen die 
vier nicht einer Ebene angehörigen Punkte A, B, ü, I) im 
Endlichen, so wird der Raum durch die vier Ebenen BCB 
CBA, BAB, ABC in 15 Teile zerlegt, von denen einer 
allseitig begrenzt ist; letzteren nennt man ein Tetraeder oder 
eine dreiseitige Pyramide. Das Tetraeder hat also vier Flächen, 
welche Dreiecke sind, vier dreiseitige Ecken und acht Kanten, 
Die übrigen 14 Eaumteile haben mit dem Tetraeder entweder 
je eine Fläche, oder nur eine Kante, oder nur einen Eck- 
punkt gemeinsam. Wir bezeichnen das Tetraeder mit (ABCB), 
die vier erstgenannten Raumteile mit (ABC) u. s. w., je 
nach der Fläche ABC u. s. w., an welche sie anstofsen, die 
folgenden sechs mit {AB) u. s. w,, die letzten vier mit A 
u. s. w., je nach der Kante, resp. dem Eckpunkte, welche sie 
mit dem Tetraeder gemeinsam haben. 

Liegen die vier Punkt« nicht alle im Endlichen oder 
zum Teil in einer Geraden u. s. w., so tritt ein allseitig be- 
grenzter RaumteU Überhaupt nicht auf. 

3. Bas Tetraeder entspridtt in vieler Hinsicht dem Brdeclc 
der Plamimelne: es ist sich selbst reciprob, es ist der ein- 
fachste begrenzte Körper, wie das Dreieck der einfachste be- 
grenzte Ftächenteil u. s. w. Man kann daher über das Tetraeder 
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analoge Sätze wie über das Dreieck erwarten, vor allen Dingen 
Gleichheitsaätze. Man kanu bei dem Tetraeder von 24 Be- 
stimm ungs stücken sprechen, nämlich den sechs Kanten, den 
sechs Flächen winkeln zwischen je zwei Ebenen und den zwölf 
Winkeln der begrenzenden Dreiecke. Von diesen Bestimmungs- 
stücken sind im allgemeinen sechs, deren Wahl nur durch 
gewisse Ungleichheiten beschränkt ist, willkürlich. Man kann 
nämlich z. B. drei Kantenwinkel, welche in einer Ecke A 
zusammenstofsen, beliebig annehmen, wodurch diese Ecke 
bestimmt ist; dann kann man den drei Kanten dieser Ecke 
noch beliebige Längen geben und hat dann das Tetraeder in- 
sofern eindeutig bestimmt, ais irgend zwei Tetraeder {ABCD 
und A^BiCiD,) mit diesen Bestimmnngsstücken gleich oder 
symmetrisch sind. Die Ecken A und J.; sind nämlich gleich 
oder symmetrisch; im ersten Falle kann man die Tetraüder zum 
Zusammenfallen bringen, im zweiten kann man nur ihr Über- 
einstimmen in den entsprechenden Stücken nachweisen. Ans 
den Sätzen der ebenen und sphärischen Trigonometrie ist un- 
mittelbar zu erkennen*), wie man aus den sechs gegebenen 
Stöcken die übrigen berechnet. Zugleich ergiebt sich hieraus, 
dafs ÜbcrMupt stcischen den 24 Itcstimnmngsstücicen 18 Oleichun- 
gm hestchen, die in den Strecken und den Sinus der außrctmdm 
Witüxl a^ebraisch sind, so dafs durch sechs voneinand^ unabhän- 
ffiffe StUdce die ührigen mit endlicher Vieldeiititßeit bestimmt sind. 

Insbesondere ist ein Tetraeder durch die Länge seiner 
sechs Kanten eindmtig bestimmt; denn durch diese sind die 
Winkel der vier Dreiecke und hierdurch wieder die Winkel 
der vier Ecken eindeutig gegeben. 

3. Aus sechs gegebenen Kanten läfst sich nur unter 
gewissen Bedingungen ein Tetraeder bilden. Selbstverständ- 
lich müssen je zwei zusammenstofsen de Kanten gröfser sein 
als die dritte in derselben Ebene gelegene, Aufserdem kommt 
noch die Bedingung hinzu, dafs bei einer der Ecken, z. B. 
D, zwei Seiten gröfser sein müssen als die dritte. Sind die 
hieraus folgenden Ungleichheiten befriedigt, so ist das Tetraeder 
konstruierbar, wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist 

*) Hier tritt natürlicli Abhängigkeit vom Parallele naxiom ein. 
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Setzen milSO — a, CA — h, AT) — e, AD — il, BD 
— e, CD — f, ^BDU — ii, ■i:CDA — ß, ifiADB — r, 
so haben wir in drei Ungleichheiten, deren eine 

ist, die Grofsen a, h, c, d, ß, f einzuführen. Wir selireibeii 
dal'ür 



COS —k--- <cos ' oder cos - cos - —sin siii ' <eos ' ■ 
Da 

also (die Wurzelgröfsen sind alle mit dem positiven Zeichen 
7.11 nehmen) 

'^ 2^ y ifd ' • 

e» I = V'23^f:^ 

und 

am 2 = y----.z = V ' uf^' 

~ V ifd ' 

V ide 

ist, 80 wird aus der obigen Bedingung 



r JGdeP ¥ ledep 
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Vi'ß+n' - »■] [f + ■'/' — t'i < Vi"' —(e-ff\ii>'—(r— iifi 

Durch Quadrieren folgt 
[(« + /)' ~ o'J [(/■+(!)' ~ i)'] <[»' ^ (e - /)»J [t^ -(/- <i)'J 
+ tf[ii+e)'-c'i 



+ 4fy[a'-le-fmb'-(f—ämtl + e)'-^i 
oder nacli einigen Vereinfachungen 
(,l + e)(f~d)lf-„)-a'ä-b'e + ,?r 

< V'[a' -V^'W^lT- <»'] Ud + 'ef^^'} 
und durcli nochmaliges Quadrieren und nach leichten Ver- 
einfachungen 

a^h^c^ + a^d^(^a? ~l^ ~ c^) + }^^{ — a*+ V — c^) 
+ c'f\-<f~V + <?)<a' {d' - .') (f - ,(■) 

+ 1" (e> - n {<'• -' '') + «' (f - -T') («■ - n 

oder 

- aUl' - a-d^ — i.V - b^c' - i^f - c'f*' > 0. 
Die Symmetrie dieser Ungleichheit zeigt, daTs aufser den 
Relationen a '\-h'> c v.. s. w., durch welche das Reellwerden 
der Winkel bedingt ist, sie die einsige zu befriedigende Be- 
dingung ist. 

4. Für den Neigungswinkel A an der Kante d haben wir 
, cos ff — cos ß cos y 
cos A = ^^T^ 

oder 

cos A = 2'iV+ r-»')-(r-h'^'-6')('i'+^'-c' )_ 
j/[4/^d" " (r + rf' - ö')'] [irf'e' - (d= + e'-cy] 
oder 

^ rt^(6' + c' + P + e') - 2a'rf^ - rf^ - (6' - n (c' - O 



sA = - 






■){d + e-c) 



5. Da man sich das Tetraeder durch Abgrenzung einer 
dreiseitigen Kcke vermittelst einer vierten Ebene entstanden 
denken kann, soliegt die Verallgemeinerung nahe, einStrahlen- 
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bündel durch eine nicht darch das Zentrum gehende Ebene 
zu schneiden. Schneidet man insbesondere eine n-seitige Ecke 
im engeren Sinne durch eine solche Ebene, so wird im allge- 
meinen ein begrenzter Körper erzeugt, welchen man als n-sei- 
tige I^/ratnide bezeichnet. 

Das in dieser Ebene ausgeschnittene w-Eck heifst die 
Grmidfläche (^Basis), die n begrenzenden Dreiecke heifsen die 
Seitenflächen der Pyramide. An der Grundfläche liegen die 
Grunäkanten, je zwei Seitenflächen bilden eine SeäcnJcan^. 



Fünf sich sohneidende Ebenen und fünf Punkte, 
1. Fünf Ebenen schneiden sich, wenn keine Singulari- 
täten eintreten, in " ' ^ 10 Punkten und in ^-^ = 10 
Geraden; auf jeder der Geraden liegen drei Punkte, durch 
jeden der Punkte gehen drei Gerade. Bei jeder Lage der 
Ebenen werden vier begrenzte, einander nicht durchsetzende 
Räume ausgeschnitten ; zwei Pentaeder, die von zwei Dreiecken 
und drei Vierecken begrenzt werden, und zwei Tetraeder, 
welche sich an eine Seite je eines Pentaeders anfügen. Die 
Pentaeder mögen mit A und S, die au sie angesetzten 
Tetraeder resp. mit C und Z) bezeichnet werden. Die beiden 
Tetraeder A und B können so entstanden gedacht werden, 
dafs man von den Tetraedern A -\- C und B -\- J) die Te- 
traeder C und D durch Ebenen, welche drei Kanten treffen, 
abgeschnitten denkt. Beide Pentaeder haben eine vierseitige 
Fläche gemeinsam, während die beiden andern Viereeksfläeben 
in die Ebenen der Dreiecksfläclien des anderen fallen. A-\-B 
ist ein Tetraeder, welches durch eine Ebene, die vier Kanten 
trifft, in die beiden Pentaeder zerlegt wird. C -\- Ji kann 
als ein Pentaeder (im weiteren Sinne) betrachtet werden, 
welches durch Abgrenzung zweier dreiseitigen Gegenecken 
durch Ebenen entsteht. Endlich sind A -\- B -\- G und 
A~\- B -\- li Pentaeder, welche je zwei Vierecke mit einem 
konvexen Winkel enthalten. Man überzeugt sich leicht durch 
die Anschauung, dafs bei jedem Schneiden eines Tetraeders 
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durch eine Ebene eine der drei Arten von Pentaedern ent- 
steht und dafs das Gesamtgehilde (ein vollständiges Pentaeder) 
immer denselben Charakter trägt, 

2. In jeder der fünf Ebenen wird durch die vier andern 
ein Vierseit ausgeschnitten, welches acht Strecken enthält; 
im ganzen treten -~ = 20 Strecken auf. Von diesen sind 
nur neun unabhängig. Man kann nämlich aus sechs will- 
kürhehen Strecken ein Tetraeder formieren und auf drei zu- 
sammenstofsenden Kanten desselben durch Fixierung von drei 
weiteren Strecken drei Punkte festsetzen, welche die Lage 
der fünften Ebene bestimmen. In drei Ebenen des Tetraeders 
sind hierdurch je fünf Strecken der Vierseite bestimmt, aus 
denen sich die übrigen berechnen lassen; hierdurch sind aber 
wieder in den beiden andern Ebenen fünf Strecken bekannt, 
welche die noch fehlenden liefern. Die fünf Vierseite liefern 
im ganzen 15 metrische Kelationen, von denen jedoch nur 
20 — 9 = 11 unabhängig sind. Das Re&ultat lautet: 

Die elf metrindien Jtelationen zwischen den 20 Strecim 
eines vollständigen Pentaeders sind durch diejenigpn d^s Tier- 



Die Zusammenstellung von beliebig vielen Ebenen führt 
infolge dessen zu keinen metrischen Relationen, die von den 
planimetrischen wesentlich verschieden sind. 

3. Die zehn Geraden des vollständigen Pentaeders schnei- 
den sich zu je drei in zehn Punkten, von denen wiederum 
je drei auf einer Geraden liegen. Es ist dies genau dieselbe 
Anordnung wie bei dem ersten planimetrischen Fundamental- 
gebilde der Geometrie der Lage (§ 30). Denkt man sich 
zwei Dreiecke im Räume, deren Ebenen a und ß sind, so 
gelegen, dafs sich je zwei entsprechende Seiten derselben 
schneiden, d. h, je in einer Ebene y, ä, e liegen, so liegen 
einerseits die drei Schnittpunkte in einer Geraden, nämlich 
der Schnittlinie von a und ß, während andererseits die Ver- 
bindungsgeraden je zweier entsprechenden Eckpunkte der 
Dreiecke durch denselben Punkt, den Schnittpunkt von y, 
3 und £ gehen; die Umkehrung ist ebenso einfach ersichtlich. 
Drehen wir die Ebene ß um ihre Schnittlinie mit «, so gehen 
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die Verbindungsgeraden je zweier entsprechenden Eckpnnkte 
der Dreiecke fortwährend durch denselben Punkt, auch wenn 
sich ß der Ebene a beliebig nähert; durch einen Grenzüber- 
gang, der allerdings der strengen Beweiskraft entbehrt, ge- 
langt man so zur Figur von § 30, 

übrigens kann man aucli mit Poncekt das räumliche 
Gebilde mittels eines beliebigen Strahl enbündela auf eine 
Ebene projizieren und so ohne jede Rechnung den Satz yobl 
§ 30 nachweisen. 

4. Von Spezialfällen ist zunächst der an erwähnen, dafs 
zwei der Ebenen parallel sind; allgemeiner der Fall, dafs 
eine beliebige Pyramide durch eine zur Grundfläche parallele 
Ebene geschnitten wird; der zwischen den parallelen Ebenen 
gelegene Teil der Pyramide heifst ein Ptframidenstumpf, mag 
nun die Spitze der Pyramide innerhalb oder aufserhalb der 
parallelen Ebenen fallen. Es ist leicht zu erweisen, dafs die 
gleichzeitig entstehenden beiden Pyramiden, welche dieselbe 
Spitze und je eine der parallelen Ebenen zur Grundfläche 
haben, in allen homologen Kanten- und Flächen winke in über- 
einstimmen und dafs die homologen Kanten in Proportion 
stehen. Nennen wir zwei Körper, wenn ihre Kanten in dem- 
selben Verhältnis stehen und ihre Kanten- und Flächen- 
winkel entsprechend gleich sind, ähnlich, falls entsprechende 
Ecken gleich sind, symmetrisch ähnlich, wenn letztere 
symmetrisch sind, so können wir sagen, dafs die fragliehen 
Pyramiden ähnlich oder symmetrisch ähnlich sind, je nachdem 
die SpUse aufserhalh oder innerhalb der parallelen Ebenen liegt. 

6. Rückt die Spitze eines Pyramidenstumpfs ins un- 
endliche, werden also die Seitenkanten parallel, so geht er 
in ein Prisma über. Mit Leichtigkeit beweist man, dafs die 
beiden Grundflächen des Prismas gleiche Figuren und die 
Seitenflächen Parallelogramme darstellen. Sind auch die Grund- 
flächen Parallelogramme, so heifst der von sechs Parallelo- 
grammen begrenzte Körper ein ParaUelt^pedon; man weist 
ohne Schwierigkeit nach, dafs in demselben je zwei gegen- 
überliegende Flächen und je vier Kanten parallel sind, dafa 
also je zwei gegenüberliegende Flächen als Grundflächen, 
die übrigen als Seitenflächen angesehen werden können. 
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Sind alle Flächen gleiche Quadrate, so heifst das Prisma 
ein Würfel. Dafs wirklich Würfel möglich sind, erkennt man. 
indem man auf einem Quadrate in dessen Eckpunkten Per- 
pendikel von der gleichen Länge der Seiten errichtet; di 
selben bestimmen einen Würfel, weil die vier an das geg 
bene Quadrat angrenzenden Flächen auch Quadrate werden, 
während von der sechsten Fläche dasselbe unschwer zu er- 
weisen ist. 

Die Resultate dieser Nummer hängen vom Parallelen- 
axiom ab, die übrigen des Parapraphen nur soweit, als sie 
sich auf metrische Relationen beziehen. 

6. Da jedes Punktgebilde auch als Ebenengebilde, näm- 
lich als Zusammenstellung der Ebenen, die durch je drei 
seiner Punkte bestimmt sind, betrachtet werden kann, so 
werden aiich Punktegebilde keine metrischen Relationen auf- 
weisen, welche nicht auf planimetrisehe zurückführbar wären. 
Trotzdem verdienen gewisse Beziehungen dieser Art Beach- 
tung. Verbindet man je zwei von n Punkten, von denen 
keine drei in einer Geraden, keine vier in einer Ebene liegen, 
durch eine Gerade, so schneiden sich diese Geraden nur in 
den Fundamentalpunkten ; auf jeder wird nur eine Strecke 
begrenzt, so dafs die n Punkte — ^ - Strecken, ihre Ent- 
fernungen voneinander, bestimmen. Zwischen diesen Ent- 
fernungen bestehen Relationen, falls die Zahl der Punkte 
vier überschreitet. Die gegenseitige Lage von drei Punkten 
ist nämlich durch drei Strecken, die jedes weiteren durch 
drei Strecken — seine Abstände von den drei ersten Punkten 
— mit endlicher Vieldeutigkeit bestimmt. Daher genügen 

3 4-3(» — 3) = 3« — 6 
Strecken zur Bestimmung des Punktegebildes, während 
-J!L-Ii) _ (3„ _ 6) = l" - 'K'-il 

Relationen zwischen sämtlichen Strecken auftreten. 

Bei fünf Punkten ist eine solche Relation zwischen zehn 
Strecken vorhanden, mit deren Aufstellung wir uns hier be- 
schäftigen wollen. Durch Legen von Ebenen durch je drei 
der Punkte konnten wir natürlich die Untersuchung auf 
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plan i metrische metrische ßelatiouen zurückführen; doch wol- 
len wir lieber trigonometrische Hilfsmittel in Anwendung 
bringen. 

Wir bezeichnen die fünf Punkte durch 1, 2, 3, 4, 5, den 
Abstand von a und ß durch «„^^ . Der Anschaulichkeit halber 
können wir uns das ganze Gebilde aus zwei Tetraedern, 
1,2,3,4 und 2,3,4,5, zusammengesetzt denken, die durch 
neun Kanten zweideutig bestimmt sind; es handelt sich dann 
darum, aus diesen die Diagonale «u zu berechnen, resp, 
zwischen den zehn Grössen Oofi eine Gleichung herzustellen. 

Zu diesem Zwecke wollen wir das Gebilde in drei 
Tetraeder, 1, 5, 2, 3; 1, 5, 3, 4; 1, 5, 4, 2 zerlegt denken, 
welche die Strecke a^^ gemeinsam haben. Die Neigungs- 
winkel i, ^, V an dieser gemeinsamen Strecke lassen sich nach 
§ 43, 4 durch die aaff ausdrücken. Für diese drei Neigungs- 
winkel gilt aber bei jeder Lage die Relation 

cos V ^ cos (A -j- ji) 
oder 

cos V = cos A cos (t — sin A sin f* 

oder, wenn die Sinus durch die Kosinus ersetzt und die 
Wurzeln beseitigt werden, 

cos^ A -|- cos^ n + cos^ V — 2 cos A cos (i cos v =' l. 

Fügt man hierin die gefundenen Werte für cos A, cos /i, 
cos V ein, so ergiebt sich eine algebraische Gleichung zwischen 
den aa^, freilich in sehr verwickelter Gestalt. Cayley hat 
dieselbe durch Entwickelungen, die man bei Baltza; Theorie 
•wnd Anwendiing der Det^minanten findet, in die sehr ele- 
gante Form 

11111' 



1 







gesetzt. Lagrange und Camot behandelten die Aufgabe ohne 
Determinanten. 
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Die Polyeder. 

1. Wenn sich mehr als fünf Ebenen diirchsehneiden, 
so entstehen Gebilde von grofser Mannigfaltigkeit, ohne dafs 
im allgemeinen neue metrische Relationen hinzukämen. 
Einiges Interesse nehmen bei diesen Gebilden diejenigen 
Ebenenteile in Anspruch, welche zusammen eine überall m- 
sammmkängenäe, nirgends iegrmste, äbei- in swÄ selbst mrOck- 
laufende Fläche bilden. Wir wollen eine Fläche dieser Art 
eine Polyederfläche nennen. Wenn sich diese Fläche nirgends 
selbst durchschneidet, so umgrenzt sie einen Körper, der als 
ein Polyeder bezeichnet wird. Die Ebenenteiie, welche eine 
Polyederfläche bilden, heifsen ihre Flächen, deren Grenz- 
linien und Eckpunkte ihre Kanten und Ecken. 

Wir dehnen den Begriff des Polyeders auch auf solche 
Körper aus, welche von mehreren Polyederfl.ächen, die sich 
nicht selbst oder einander durchschneiden, begrenzt sind. 

3. Es ist hier die geeignete Stelle, um einige kurze 
Betrachtungen aus der sogen, amilysis situs anzustellen, die 
sich auf den Zusammenhang von Flächen und Körpern be- 
ziehen. 

Wir nennen eine allseitig begrenzte oder in sich selbst 
abgeschlossene Fläche einfach zusammenhängend, wenn jede 
in ihr gezogene Linie (Querschnitt), welche zwei Punkte der 
Umgrenzung verbindet oder in sich selbst zurückläuft, diu 
Fläche in zwei Teile zerlegt, aus deren einem man auf keinem 
Wege in den anderen (natürlich nur in der Fläche fort- 
schreitend) gelangen kann, ohne den Querschnitt zu über- 
schreiten. Eine Kreisfläche, ein gewöhnliches Polygon, die 
Oberfläche einer Kugel, eines Würfels sind Beispiele hierfür. 

Wir nennen eine Fläche zweifach msammenhängend, wenn 
sie durch einen geeigneten Querschnitt in eine einfach zu- 
sammenhängende verwandelt werden kann. Ein Kreisring 
z. B. wird durch jede Gerade, welche je einen Punkt des 
inneren und dos äufseren Kreises verbindet, in eine einfach 
zusammenhängende Fläche verwandelt, welche durch jeden 
weiteren Querschnitt zerstückelt wird. Dagegen giebt es 
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auch Querscimitte, welclie den Ring sofort zerstückeln, z. B. 
eine Gerade, welche zwei Punkte desselben Kreises verbindet, 
oder ein konzentrischer Kreis, welcher zwischen den beiden 
begrenzenden liegt. 

Eine Fläche heifst n- facti gwsammenhängend, wenn sie 
durch einen Querschnitt iit eine (n — l)-faeh msammmifumyrnde 
verwandelt tverden kann*). Eine beliebige, einfach begrenzte 
Figur, aus der (« — 1} ebensolche ausgeschnitten sind, bietet 
ein Beispiel hierfür. Die Oberflache eines körperlichen Ringes 
ist dreifach zusammenhängend; sie wird durch einen quer 
und einen der Länge nach um den King laufenden, in sich 
selbst zurückkehrenden Querschnitt in eine einfach zusammeu- 
hUngende Fläche verwandelt. 

Diese ganze Darstellung entbehrt freilich vielfach der 
vollen Evidenz; es ist nicht so ohne weiteres klar, dafs ■&. B. 
eine Fläche, die durch einen Querschnitt in eine (w — l)-fach 
zusammenhängende verwandelt werden kann, nicht durch 
eine andere in eine (n — 2)-fach zusammenhängende Öber- 
geführt wird. Dieser Mangel an Evidenz liegt in dem höchst 
abstrakten und von jeder Besonderheit absehenden Charakter 
des Problems; es ist eben nicht möglich, alle sich darbieten- 
den Eventualitäten mit Sicherheit zu überblicken. 

Zu eingehenderem Studium dieses von ^icmann zu grofser 
Wichtigkeit erhobenen Wiaaenezweiges sei namentlich auf die 
sehr ausführliche, übrigens in den Deänitianen etwas von 
der hier gegebenen abweichende Darstellung bei Neiimann, 
„Vortesunyen üher Ricmanns Theorie der AM' sehen Integrale" 
verwiesen **). 

Bei begrenzten Körpern lassen sieh ganz analoge Be- 
trachtungen anstellen. Wir nennen einen Körper «-fach zu- 

*) Die Zahl n wird ala die Grundzahl der Flachs bezeichnet. 
**) Als grundlegende Arbeit über die Lehre vom Zusammenhang 
ist die Biemann'selie InaugaraldisBertation (Göttingeu 1851); Cfrund- 
lagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen emer veränderlichen 
homplexen Gröfse anznaehen; dieaelbe wird ergänzt dnrch die weitere 
Abhandlung: Theorie der Abel'schen Funktionen {OeBammelte Werte, 
p. 3 und 81). Sehr bemerkenswert ist der Äbachnitt; „Zw Theorie 
der Filyeder und der Elementarverwandtsehaff" in den Mitteiltingen 
aus Miibiui Naohlafs, Ges. W. B. 2, p. 515. 
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sammenhäiigend , wenn er durch einen Querschnitt (hier eine 
Fläche, welche in sich überall abgeschlossen ist oder ringsum 
durch die Grenzfläche des Körpers begrenzt wird) in einen 
(n — l)-fach zusammenhängenden verwandelt werden kann; 
einfach zusammeuhängend ist er, wenn er durch jeden Quer- 
schnitt zerstückelt wird. Eine Kugel ist ein einfach, ein 
Ring ein zweifach zusammenhängender Körper. 

3. Um in der Folge keine lästigen Unterscheidungen 
machen zu müssen, denken wir uns eine nirgends begrenzte, 
also Oberall in sieh zurücklaufende Fläche durch Ausschnei- 
den eines beliebig kleinen, einfach zusammenhängenden, be- 
grenzten Stückes in eine begrenzte Fläche verwandelt; die 
letztere hat noch denselben Zusammenhang wie die unbe- 
grenzte Fläche. Man kann sich das ausgeschnittene Stück 
in einen Punkt zusammengezogen denken. 

Wir erlangen so den Vorteil, dafs wir den Begriff des 
Querschnitts etwas beschränken können. Während bei der 
Überfuhrung einer unbegrenzten, mehrfach zusammenhängen- 
den Fläche in eine einfach zusammenhängende mindestens 
ein in sich selbst zurücklaufender Querschnitt benutzt werden 
mnfs, kommt man bei Flächen, welche begrenzt sind, mit 
Querschnitten aus, welche zwei Punkte der Grenze mitein- 
ander verbinden. Ein strikter Beweis für diese Behauptung 
kann kaum erbracht werden; man vergegenwärtige sieh den 
Vorgang an möglichst mannigfaltigen Beispielen. Ist die 
Oberfläche eines ringförmigen Körpers vorgelegt, so trenne 
man von dieser zunächst einen beliebigen Punkt oder kleinen 
Flächenteil ab. Zwei Punkte der Umgrenzung desselben, die 
auch in einen zusammenfallen dürfen, verbinde man durch 
einen Querschnitt, der sieb quer um den Bing schlingt; der- 
selbe gehört jetzt mit zur Begrenzung. Dann lege man 
einen zweiten Querschnitt zwischen zwei Punkten des letzte- 
ren, der etwa den inneren Umkreis des Ringes umzieht. Diese 
beiden Querschnitte verwandeln die Oberfläche des Ringes in 
eine einfach zusammenhängende Fläche, wie dies in analoger 
Weise bereits oben gezeigt wurde. 

Von den Linien, welche eine Fläche begrenzen, wird im 
allgemeinen nur die eine Seite an die Fläche anstofsen und 
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daher m en^ eu S a e ak (jreuze 1 ezeiehnefc werden' können. 
Doch kon en h be le e te 1er Linie als Grenzen auf- 
treten w e d PS name tl c! I e allen Querschnitten der Fall 
ist. Gelt man enen Punkte der Grenze aus immer an 

dieser entlin„ o m fs ma w eJer zum Ausgangspunkte 
zurückgelange Da d chla fene Stuck der Gienze heifst 
dann ein elb ta d uer Beg enzungsteil 

I e C euze e ner u nfach zusammenliangeüden Fläche 
kann nur lus olcl en Te 1 bestehen Denn wären 

deren tva zwe vorhanlen so konnte man &ie durch einen 
Querschn tt Verb nd n^, setzen nd dann beide zusammen 
nebst len be leu '^e ten des e chnittes in Linem 2uge 
durchla te d e 1 1 cl e le also durch den Querschnitt 

nicht ze st ekelt ^re 1 o ht e nfach zusammenhängend 



W uchen j t t e e Bez eh ug zwischen dei Anzahl *" 
der seil stand gen B ^ enz gate le und dei (.lundzahl n einer 
beliebigen beg enzten Flache Jeder Quersthnitt, welcher 
zwei P nkte d Ib Begrenz ng teiles verbindet, erhöht die 
Zahl d r Beg enz ug stücke u n 1 denn an Stelle des einen 
treten jet t we selbst d ge Be enzungsteile. Jeder Quer- 
schnitt, welcher zwei selbständige Begrenzungsstücke ver- 
bindet, vermindert die Zahl der Begrenzungs stücke um 1. 

Unter den (n — 1) Querschnitten, welche zusammen die 
«-fach zusammenhängende Fläche in eine einfach zusammen- 
hängende verwandeln, mögen sich m befinden, welche die 
Zahl der Begrenz angs stücke um 1 erhöhen, also n — m — \ 
solche, welche sie um 1 vermindern. Da die schliefslich 
erzielte einfach zusammenhängende Fläche nur eine einzige 
Grenzlinie besitzt, so gilt die Gleichung 

r -j- )» — (w — ™ — 1) = 1 
oder 

r + ^^ffi ^ n- 

Die Grundzahl dt> FlacJie unterscheidit sich also lon da 

(im allgemeinen kleineieu) Zahl det Htgrenrnngsstticlie «w 

eine gernde Zahl*) Da man nun einer nirgends begrenzten 

*j iäei den wLiterhm vorkommenden mehrfiLli zaBammenh,iii^ enden 

Pulygonen ist die Zahl der Begieniungsetucke der Grundzahl glen-h 
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§ 45. Die Polyeder. 201 

Fläche zunächst eine einfache Grenzlinie verleihen kann, ohne 
ihre Grundzahl zu ändern, so folgt der bemerkenswerte Satz, 
dafs die Gntndsahl einer nirgends hegrensten Fläche immer 
ungerade ist. Insbesondere ist also die Grundzahl einer jeden 
Polyederfläehe ungerade. 

■1. Furemfich zuadmmenhangendePoljedeiBuhen, welche 
wuklich einen Korpei begienzen, gilt der folgende meik 
würdige, von L Huh}^) getundene Satz [Eitle) 'afhti Satz), 
falls auch die einzelnen Flachen einfach zusammenhangend 
und die Ecken einfach sind Bizetclitiet man dte Zahl der 
Eckm, Kanten w\d Flachen einet bolchen Polyakt flaehc /c-p 
mit e, l, f, bo ist 

c + /■ _ ^ = 2. 

Beweis: Wir wollen die Polyederfläche nach und nach 
aus ihren einzelnen Flüchen zusammensetzen und in jedem 
Stadium der Konstrulition die Zahl e -\- f — k bestimmen. 
Sei zunächst eine w-seitige Fläche gegeben, so ist e = w, 
h^n, /' = 1, also e + /' — fc = 1. Setzen wir an eine Kante 
der ersten Fläche eine zweite, m-seitige an, so kommen eine 
Fläche, m — 2 Ecken und m — 1 Kanten neu hinzu; es 
bleibt also e + / — ^ = 1. Setzen wir eine dritte Fläche 
an, sei es mit einer oder mit zwei Kanten, so kommt wieder 
eine Kante mehr hinzu als Ecken, so daCs e -\- f — ft = l 
bleibt. Man sieht leicht ein, dafs auch weiterhin immer 
die Zahl der hinzutretenden Kanten die der hinzutretenden 
Ecken um 1 übertrifft, wenn man es nur vermeidet, die zu- 
sammengesetzte Fläche mehrfach zusammenhängend werden 
zu lassen. So fahren wir fort, bis alle FläeReu mit Aus- 
nahme einer angelegt sind. Beim Ansetzen dieser letzten 
kommen keine Ecken und Kanten hinzu, wohl aber eine 
Fläche, so dafs e -f- /' — ft ^ 2 wird. 

Polyederfldchen, welche dem Euler sehen Satze genügen, 

*) Nnv tomment Petmpol ß 4, p 101, 17^2 — 
Fme LcliC boU ih einfach angp^ehea weiden, wenn ihre Seiten 
der Reihe nach m eiaem Umgänge duichlaufen werden können Durch 
Znaammenfugen mehreier sokher Ecken mst dem Scheitelpunkte er- 
halt min eine zusammenge'Jctzte Ecke 



Hosted by 



Google 



202 Stereometrie. 

sollen Euler'schc PoJyederfläckm heifsen, die Körper, welche 
sie begrenzen, Euler'sdie Polyeder. 

6. Der Euler'sclie Satz hat bis in die neueste Zeit viel- 
fache Neubehandlungen erfahren*). Dieselben beziehen sich 
teils auf den Beweisgang ■ — vielfach wird der Satz durch 
Projektion der Polyederfläehe auf eine Kugelfläche oder Ebene 
bewiesen, wodurch jedoch unnötige Beschränkungen einge- 
führt werden — , teils auf die Ausdehnung des Satzes. Es 
ist .ganz irrelevant, ob das Polyeder einspringende Ecken 
hat oder nicht. Dafs die Fläche nicht aus unzusammen- 
hängenden Teilen bestehen darf, ist einleuchtend; in diesem 
Falle sind die Flächenteile einzeln zu untersuchen. Die 
Hauptfrage, welche wir jeiat beantworten wollen, ist die: 
welchen Einflufs hat ein mehrfacher Zusammenhang der ge- 
samten Pöh/ederßäche oder der einselnen Flächen auf die Euler' sehe 
Gleichung**)? 

Es sei hierbei vorausbemerkt, dafs eine Polyederfläche 
einfach zusammenhängend sein kann, während einzelne ihrer 
Pliicheu mehrfachen Zusammenhang besitzen. Man schneide 
z. B. aus der Fläche eines Polygons ein zweites aus und 
errichte auf dem inneren und äufseren Polygon eine Pyra- 
mide, so hat man ein Beispiel dieser Art. Eine Polyeder- 



*) Über die ältere Litteratui des Satzes nebst Folgerungen findet 
man zahlreiclie Angaben bei BaÜzer, Stereometrie p. 213, ferner in der 
Steiner' sehen Abhandlung: Leichter Beweis eines stereonteti-ischen Satses 
von Euler n, s. w., Gea. W,, B. I, p. 95. — Von anderen Abhandlucgen 
seien besonders erwähnt; die Becker' ec'ixua Äbhandlnugen in Schlö- 
milch'8 Zeitschrift, B. 14, p. 65 und 337 und B. 18, p. 328; B. Hoppe, 
Ergänmng des Euler'schen Satzes von den Polyedern, Grunerts Arch. 
B. 63, p. 100; Godt, Untermehungen über Polyeder von mehrfachem 
Zusammenhang, Progr., Lübeck; F. Lippich, Zur Theorie der Polyeder, 
Wien. Ber. B. 84, p. 20. Die letztere Abhandlung giebt das hier ab- 
geleitete Kesultat. Daeaelbe findet sich schon für Polyeder mit ein- 
fach zuaammenhäcgendeu Einzelflächen in dem erwähnten Teile von 
Möbim Nachlafs. Auch Jordan (Borchardta Journ. B. 66, p. 35} be- 
handelt das Problem in diesem Umfange. 

**) Äuszuschlicfsen von dcv Betrachtung sind solche Flächen, deren 
beide Seiten miteinander in Verbindung stehen, denen daher, wie 
weiter unten angegeben werden wird, kein Rauminhalt zugeschrieben 
weiden kann. 
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fläche kann aber auch mehrfach zusammenhängend sein, 
während die Flächen, welche sie zusammensetzen, einzeln 
betrachtet, alle einfach zuaammenhängend sind. Die Bildung 
solcher Polyeder liegt auf der Hand. 

Wir untersuchen zuerst den Einflufs des Vorhandenseins 
einer mehrfach zusammenhängenden Einzelfläche auf die 
GrÖfse c -\- f — h Jede solche Fläche kann man durch 
Querschnitte, welche zu den Kanten hinzutreten, in eine ein- 
fach zusammenhängende verwandeln. Durch das Anlegen 
eines Querschnittes wird aber immer eine Kante mehr er- 
zeugt als Ecken hinzukommen. Führt man den Querschnitt 
nämlich zwischen zwei Ecken gerade, so tritt eine Kante, 
aber keine Ecke hinzu. Stöfst der Querschnitt an eine Kante 
an, so erzeugt er an dieser Stelle eine Ecke, zerlegt aber 
jene Kante in zwei n. s. w,; immer wird das erwähute Re- 
sultat erzielt. Die Gröfse e -\- f — fc wird also durch Anlegen 
eines jeden Querschnitts um 1 vermindert. Ist p die Anzahl 
der Querschnitte, welche nötig sind, um sämtliche Eiuzel- 
flächen in einfach zusammenhängende zu verwandeln, so wird 
c -\- f — k durch diese Querschnitte um jp vermindert. Um- 
gekehrt ist bei der unveränderten Fläche e -\- f ^ k um p 
gröfser, als bei derjenigen, deren Einzelflächen einfach zu- 
sammenhängend gemacht wurden. 

Es sei nun eine w-fach zusammenhängende Polyeder- 
flache vorgelegt, deren Einzelflächen und Ecken jedoch durch 
Querschnitte bereits einfach zusammenhängend gemacht 
wurden. Wir nehmen aus ihr eine beliebige der Flächen 
heraus und haben sie nun in dem Stadium, in welchem sich 
beim Beweise des Euler'schen Satzes die Polyederfläeiie vor 
dem Einsetzen der Endfläche befand; die Zahl e + /' — h ist 
daher jetzt um 1 kleiner als vor dem Ausschneiden. Die 
Fläche ist noch »-fach zusammenhängend, aber mit einer 
einzigen Grenzlinie versehen. Durch g = » — ■ 1 Querschnitte 
wollen wir nun die Polyederfläche in eine einfach zusammen- 
hängende verwandeln. Dabei dürfen wir uns ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit die Querschnitte mit den schon 
vorhandenen Kanten zusammenfallend denken. Legen wir 
nämlich einen Querschnitt durch eine der einfach i 
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bängendeu Einzelfläcbeii, so kommt allerdings wie oben eine 
Kante mehr biuzu als Ecken biuzutreten, aber die Zahl der 
Flächen wird durch die stattfindende Trennung um eine er- 
höht; e -\- f — h bleibt daher ungeändert. Es macht also 
nichts aus, wenn man auf diese Art beliebig viele Kanten 
neu erzeugt. 

Wir beginnen die Reduktion der Polyederfläche mit 
dem Legen eines Querschnittes über vorhandene Kanten von 
einem Eckpunkte der Grenzfläche bis zu einem anderen; in 
diesem Querschnitte durchsehneiden wir die Fläche. Hier- 
durch treten an Stelle je einer Ecke oder Kante des Schnittes 
je zwei. Da aber der Schnitt beiderseits durch Ecken be- 
grenzt ist, so wird die Zalil der Ecken um 1 stärker ver- 
mehrt als diejenige der Kanten; e -\- f — li erfährt also eine 
Vermehrung um 1. Das Gleiche wiederholt sieb beim Durch- 
schneiden in jedem weiteren Querschnitte, wobei es nötig 
ist, jeden solchen in zwei Punkten der schon vorhandenen 
Grenzlinie endigen zu lassen. Beim Einfachwerden des Zu- 
sammenhangs hat sich e -\- f — h um q vermehrt. Wir 
schliefsen hieraus, dafs bei einer Polyederfläche, welche durch 
q Querschnitte in eine einfach zusammenhängende verwan- 
delt wird und nur einfach zusammenhängende Einzelflächea 
besitzt, 

e-\-f—l = 2~q 
ist. 

Fassen wir unsere beiden gewonnenen Resultate zu- 
sammen, so gelangen wir zu dem Ergebnis, dafs für jede 
nidit in getrennte Teile serfallende Polifederfläche, welche geeignet 
ist, einen Körper m hegremen, 

e + f-Ic-.2+p-q 
ist, toorin p und q die Zahlen der Querscknitte bezeichnen, welche 
resp. erforderlich sind, um die Einseiflächen und die Gesamt- 
fläche einfadi msammenhä/ngend mi machen. 

Ist M die Grundzahl der Polyederfläche und enthält 
letztere m^, m^, m^ u. s. w. Flächen mit den Grundzahlen 
2, 3, 4 u. s. w., so kann mau hierfür auch schreiben 
e + /• — A; = 3 _ M -I- M^ + Swig + Sm^ H . 
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Bisher wirden lif sämtlichen Eel cii des Pohedeis •ils 
einfach vorausgesetzt Komiupii ziibammeiigesetzte Ecken v > 
so feanii man siuh dat> Polyeder so detoimiert denken dif 
die einzelnen Bestindtede diesei Ecken du&einandei rucl en 
Man erkennt hieraub, dafs die hergeleiteten lormeln ihic 
Gültigkeit behalten wenn man fili jede n tich zuaimmen 
gesetzte Ecke n emfiuhe Ecken in Rechnung bringt Änak_, 
kann man Kaüt(.n behandeln, m denen mehr ^Ia zwei Flachen 
Kusammeustof'jen 

Das Auftreten einer « fach zusammengesetzten E ke — 
die man auch als eine n fath ..usammciitiangmäe bezeichnen 
kann — ist in bezug auf die Grofie e + / — 1 von der um 
gekehrten Wirl ung, wie d'is Vorkommen emer n fach zu 
sammen hängen den Fläche, 

6. Unter Voraussetzung des Parallelenaxioms gilt der 
weitere Satz; Z>ie Summe der Kantentoinlcd einer Polyedcr- 
flUche beträgt 4 (ft — /') B. oder, wenn c + /■ — h = 2 ist, 

A(e-2)B. 
Beweis: Ist die Polyederfläche aus f^ Dreiecken, /"^ Vier- 
ecken, /^ Fünfecken u. s. w. zusammengesetzt, so beträgt 
jene Summe 

2(3/; + 4/, + 5/; + ■■ .)s - 4(/; + /. + /; + ^ • ■)it 
-i{h^f)it, 

da jede Kante zwei Flächen gemeinsam, also 3/^ -|- 4/^ 
-}- 5/; H 2Ä ist, während /■= /^ + A + ^ H ist. 

7. Bd einem Euler'schm Polyeder mit "konvexen Ecken 
heträgt die Svmime der Flächewwinkel, vermindert wn den mit 
4lB multipli^ierteti Inhalt semer Ecken, 2{f — 2)B. 

Beweis; Ist die Winkelsumme einer p^-seitigen Ecke des 
Polyeders q^, so ist nach § 41, 6 der Inhalt derselben 

SM ~ '"' 
so dafs der Inhalt der sämtlichen Ecken des Polyeders 
j_ <i,+'l, + (P, +P , + - -) 2 B + ieR 

beträgt Nun ist aber ffi + 2s + ■ ■ ■ die doppelte Summe 2ff 



Hosted by 



Google 



der PlächenwiDkel des Polyeders und p, -{- pg -^ ■ ■ ■ ^= 2Jc, 
so tiafs wir 

j^ 25 - ilcB + ieM __ 3g — 4(/- 21.B 
8Ä ~" SM 

oder 

ff-4/J? = 2(/"- 2)E 
haben. 

8. Da an jeder Kante vier Polygonwinkel liegen, jeder 
Polygonwinkel aber von zwei Kanten gebildet wird, ist, wie 
schon bemerkt, die Zahl der Polygonwinkel die doppelte der 
Kanten, also gerade. Polygone von ungerader Seitenmhl und 
Ecken von ungerader Seitenzahl Jcönnen daher nur in gerade)- 
Zahl außreten. 

Da jedes Polygon und jede Ecke mindestena drei Kanten 
entliält, während jede Kante zwei Polygonen, resjn zwei 
Ecken gemeinsam ist, so hat man 

3/'<:2fc und 3c^2/;, 
Setzt man hierin / = fc — e -j- 2, e = /j — /' -|- 2, so er- 
hält man für ein Euler'sehes Polyeder 

6+ft^3ö und 6-i-k<^f, 
also 

6 + h<3f<2k, G-\-Jc<3e<2k. 

Eliminiert man Ic mittels h ^ e -\- f — 2, so foigt 

4 + ''<2/'<4e- 8, 4 +/'<2c<4/'- S. 
Ferner ist 6 + ^ ^ 2fc oder G<h, was auch unmittelbar 
klar ist. Da für Ä' = 7 

13^3/'< 14 
sein mülste, so ist ein Euler'sches Polgedet- mit siebett Kanten 
unmöglidi. Die Flächen eines Polyeders können nicht alle tnelir 
als ßnfeckig sein; denn sonst wäre die Zahl der Poljgon- 
winkel > Gf, also k :> Sf, währendr G + k^3f ist. Das 
Entsprechende gut für die Ecken, wie überhaupt für Ecken 
und Flächen dieselben Relationen auftreten. 

9. Wenn ein Euler'sches Polyeder f^ dreieckige, /^ vier- 
eckige, . . . Flächen, e^, e^. . . dreiseitige, vierseitige, . . . Ecken 
besitzt, so ist 



Hosted by 



Google 



§ 45. Die Polyeder, 207 

f-f, +/.+/. +■■■, 

« — «3 + "4 +%+■•■, 

2J:-3/, + 4f. + 5ft + ..-, 

2;i_3e, + 4e, + 6«s-l . 

Mit Hilfe von 2h = 2/~+ 2e ~ 4 wird hieraus 

^ ' l2fe + e. + e, + . . .) = 4 + /. + 2f. + 3/;, + . ■ .. 
Die Addition beider Gleichungen (a) giebt 

/. + e, - 8 + (f, + O + 2(f. + «.) + ■ • •, 
woraus der Schlufs zu zieben, dafa lern Polyeder*) exxstmi, 
welches gleichzeitig von dreiseitigen Flaclien mid Feien ßei ist; 
die Summe ieider Anmhlen beträgt mmdesbn'^ acht 

Addiert man die Gleichungen (a), nachdem man diP eine 
mit 2 multipliziert hat, so erhält man 

3/; + 2/; + /; = 12+ 2e, + 4e, + ■■• + /■, + 2^, + ■■-, 
3ß« + 2e^ + e, = 12 + 2A+4/; + --- + c, + 2r^ + -.-. 

Ein Polyeder ohne dreieckige und viereckige Fläclim hat 
hiernach, wenigstens zwölf fimfecitäge Flächen. 

Ein Polyeder ohne dreieckige und fünfeckige Flächen luxt 
mindestem sechs vierecMge Flächen. 

Ein Polyeder ohne viereckige und fünfcciäge Flächen }iat 
mindestens vier dreieckige FUictwn. 

Sind die Ecken eines Polyeders alle dreiseitig, die Flächen 
höchstens sechseckig, so ist 

3f. + 2/; + /;,-i2. 

Soll aufser beliebig vielen sechsedcigen Flüchen nur eine 
der drei GaUwngen von Flächen mit weniger Seiten auftreten, 
so müssen es vier Dreiecke, sechs Vierecke oder swolf Fünf- 
ecke sein. 

Multipliziert man die Gleichungen (a) mit 3 und 2 oder 
2 und 3 -und addiert, so folgt noch 

4/; + 2/; + e, = 20+2e, + 5c, + 8e, + -..+2/-„ + 4/, + ..., 
4e, + 2e, + /, = 20 + 2/, + 5/, + SAi + -- + 2f>,-|-4r, + -, 



*) Hier nnd ia den folgeoden Sätzen sind immer Kwte-'sche Polyeder 
gemeint. 
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woraus u. a. hervorgeht, dafs ein Polyeder ohne dreieckige tmd 
viereckige Flächen mindestem 20 drmcitige Eclaen hat. 

Alle diese Sätze bleiben ricliüg, wenn man in ihnen die 
Worte Fläche und Ecke u. s. ib. vert(ms(^tt; zwischen Flächen 
und Ecken herrscht fast durchgehends Dualismus, wie spätiT 
aus dem ßeeiprozitätsgesetz folgen wird. 

10. Hat ein Euler' sches Polyeder lauter «i-seitige Flächen, 
resp. «-scitige Ecken, so ist 

mf= 2k, e — 2^k — f= \f{m — 2), 
resp, 

«t = 2/e, f—2 = h — e = ^c (n — 2). 
Sollen beide Bedingungen gleichzeitig statthaben, so ist 

(m--i)(n-2) _ (g- 2)(/--2) 

4 ef ^^■ 

Die einzigen diesen Bedingungen genügenden Werte für m, n 
und die daraus folgenden für f, e, k sind 



m - 3, 3, 3, 


4, 6 


» = 3, 4, 5, 


3, 3 


/■ =4, 8, 20, 


6, 12 


c — 4, 6, 12, 


8, 20 


t — 6, 12, 30, 


12, 30. 


Spezialfälle dieser fünf Poljedertypei 


a mit lauti 



Flächen und Ecken sind die bekannten fünf rcgelmäfsigen 
Körper, die ihrer speziellen Eigenschaften wegen hier nicht 
weiter untersucht werden sollen. 

Setzt man nur fest, dafs alle Ecken M-seitig sein sollen, 
so gelangt man zu Körpertjpen, welche die Verallgemeinerung 
der Archimedischen Körper bilden. 

11. Um zu einer Klassifizierung sämtlicher Polyeder zu 
gelangen, die jedoch wegen der bald eintretenden Kompli- 
kation nicht durchgeführt ist, wird man nach dem Früheren 
entweder von einer Zusammenstellung Yon 4, 5, 6f 7 u. s. w. 
Ebenen ausgehen und zusehen, welche Polyederflächen hier- 
durch erzeugt werden, oder man geht von einer analogen 
Zusammenstellung Ton Punkten aus, durch welche Ebenen 
gelegt werden. Bei dem ersten Verfahren werden im all- 
gemeinen nur je drei Ebenen durch denselben Punkt gehen. 
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also nur dreiseitige Ecken auftreten; alle mehrseitigen Ecken 
sind als Singularitäten aufzufassen. Analog liefert das zweite 
Verfahren im allgemeinen nur dreieckige Flächen, während 
mehrseitige Flächen als Singularitäten erscheinen. In beiden 
Kategorien zugleich erscheint nur daa Tetraeder allein als 
Normal - Polyeder. Wir wollen nach dem ersten Verfahren 
die einfachsten Fälle zusammenstellen, zu denen das zweite 
dualistisch entsprechende Gfebilde liefert. Aufser den früheren 
Relationen ist zu beachten, dafs die grÖfstmögliche Seiten- 
zahl eines Polygons und einer Ecke im Polyeder f — 1 ist. 

a. /■=4: Das Tetraeder. 

b. /' = 5. Im Norinalfalle (alle Ecken dreiseitig) ist 

also e = 6, i ^ 9. Da hier /"= /ä + f^ ist, so folgt weiter 
/^H + ft( = 8, /'s =^ 2, somit /i = 3. Dies entspricht dem 
Pentaeder. Treten auch vierseitige Ecken auf, so ist nach (i) 

2{/; + /;) = 4 + c3 + 2e, 

oder 6 ^ 6j + 2^4, 

woraus r.^^l folgt, da A -\- f<2c, also e>5 ist. Wir 

haben also e^ ^1, e^ ^ i, und aus 

2fe + '.)-* +f, + 2/4 "iiä 
6-tf, + + /'. oder 1-/;. 
Der Körper ist von einem Viereck und vier Dreiecken be- 
grenzt, ist also die vierseitige Pyramide. Dieselbe entspricht 
sich, wie alle Pyramiden, selbst dualistisch, während dem 
Pentaeder ein aus zwei dreiseitigen Pyramiden zusammen- 
gesetzter Körper gegenübersteht. 

e. Ist /"= G, so haben wir für den Normalfall 
8 ^ ßg und 
2e, - 4 + /. + 2/; + 3ft = 10 + /, + 2/„ 
also <i—fi + 2fs. 

Die hieraus folgenden Möglichkeiten sind 
/; — 0, 1, 2, 3 
ft — 6, 4, 2, 
/, — 0, 1, 2, 3. 
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Von diesen T}pen kommt jedoch nur der erste und dritte 

wirklich vor; man fihalt sie, indem man vom Pentaeder 

durch eine sechste Ebene zwei Ecken oder eine abschneidet. 

Für die smguliren talle hat naan 

8 = ^^ + 2^4 + 3^,, 

2(^3 + -^^ + e.) = 4 + /; + 2/1 + 'dU = 10 + /; + 2^ 

und 10 < 2e < 16 oder ü ^ e ^ 8. Nach der ersten Glei- 
chung sind die Fälle 

r, = 6, 4, 2, 3, 5 

rt^= 1, 2, 3, 1, 

fl, =0, 0, 0, 1, 1 
denkbar. Die weitere Diskussion zeigt, dafs der erste Fall 
für fs == 2, /; = 4, der zweite für f^ = 4, ^ = 2, der dritte 
für ^ = 6, der fünfte für f^ = b, f^^l möglich ist. Bei 
dem ersten dieser Polyeder werden in der vierseitigen Ecke 
die beiden Dreiecke durch zwei Vierecke getrennt. Das 
zweite erhält man durch Aneinaudersctzen zweier Vierecke 
mit einer Kante, mit welcher die gegenüberliegenden Kanten 
nicht beide parallel sein dürfen und Vervollständigung durch 
vier Dreiecke. Das dritte wird durch Aneinanderfügen zweier 
Tetraeder mit einer gleichen Fläche erzeugt; das vierte ist 
die fünfseitige Pyramide. 

13. Da man die gegenseitige Lage von drei Eckpunkten 
eines Polyeders durch drei Angaben, die der übrigen aber 
durch je drei Angaben (zweideutig) bestimmen kann, so ge- 
nügen 3(e — 3) + 3 ^ 3ß ^ 6 Angaben zur Bestimmung 
eines Polyeders. Doch ist diese Zahl im allgemeinen noch 
zu grofs; denn wenn mehr als drei Eckpunkte, etwa n, in 
einer Fläche liegen, so werden hierdurch n ^ 3 Bestimmungen 
ersetzt. Hierdurch vermindert sich die Zahl der Bestimmungs- 
stücke um 

3/; + 4/; + 5/, + 3f= 21, - üf, 

SO dafs sie sich beim Euler'schen Polyeder auf 

3c — G- 2/c + 3/"=3(/c + 2) — 6 -2k = h 
reduziert {Legmdre). Das Polyeder ist also im allgemeinen 
durch die Angabe seiner Kantenläugen (mehrdeutig) bestimmt. 
Doch giebt es hiervon Ausnalimen, da diese Kanten nicht 
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immer voneinander unabhäßgig sind. Ein Prisma ist z. B. 
nickt tlurcli seine Kanten bestimmtj die noch mögliche Ver- 
schiebbarkeit bei unveränderlichen Kanten ist einleuchtend. 

Eine der interessantesten, aber auch schwierigsten Fragen 
der Polyedertheorie ist die, ob durch Festsetzutig der cinäelnm 
Flächen und deren Ztisammenordnung ein Fdyeder mit end- 
licher Vieldeutiglieit bestimmt ist. Dafs dies im allgemeinen 
KutrifFt, geht ans dem soeben Behandelten hervor; aber ea 
ist schlechterdings nicht ersichtlich, ob nicht auch hier eine 
so grofse Zahl von Bestimmun gsgle ich ungen identisch werden 
kann, dafs das Problem unbestimmt bleibt. Dafs eine ein- 
deutige Bestimmung nicht stattfindet, zeigen die einfachsten 
Beispiele; man braucht nur auf einer Fläche eines Polyeders 
dieselbe Pyramide einmal nach aufsen, einmal nach innen zu 
errichten, um zwei verschiedene Polyeder mit derselben Ober- 
fläche {demselben „Nets") zu erhalten, 

Caii(Jiy hat zuerst den Beweis erbracht, dafs Polyeder 
mit lauter konvexen Ecken (konvexe Polyeder) durch ihr Netz 
eindeutig bestimmt sind; hiermit ist aber nicht ausgeschlossen, 
dafs mit demselben Netz auch nicht-konvexe Polyeder ge- 
bildet werden können. Dieser Beweis, den wir nach der 
irfV/p»<?K sehen Daistellung geben, erfordert einige Hilfs- 
betraehtungeu 

13. Lehrsatz. IlJciben in eina- konvexen EclccOABOB .. . 
alle Seiten außet AOB und alle WifJzel aufser (fe» beiden an- 
liegendea und einem heliebigen andern t (an der Kante OE) 
ionstanf, so mmmf AOB mit e m mid ah, so lange die Fdcc 
mcM den Charaktei der Konvexität verliert. 

Beweis Legen wir die Diagonalebenen ylOi? nnd BOE, 
so smd die Seiten AOE und TSOE fest bestimmte, unver- 
änderliche Grofien und ebenso die beiden äufseren von den 
drei Teilen, m welche £ zerlegt wird; die Änderung des 
inneien Teiles ij ist mit derjenigen von b identisch. In der 
konvexen dreiseitigen Ecke OABE sind also die beiden Seiten 
^O.Bund UOJ^konstant, während sieh jIOB und der gegen- 
überliegende Winkel ^ gleichzeitig ändern. Aus dem sphä- 
rischen Kosinussatze folgt aber, dafs AOB mit ij, also auch 
mit i zu- und abnimmt. 
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Dureli wiederholte Anwendung derselben Schlulweise ge- 
langt man zu dem erweiterten Resultate: Wenn m der fe)^^- 
vexen Ecke OÄBCD . . . alle Seiten aufser AOB ungeändert 
bleiben, die Winkel aber amfser den 'bmdeii anliegmdm sämtlich 
oder teiltoeise sunehmen, während keiner abnimmt, so wird AOB 
gröfser; nehmen die genannten Winkel alle oder tetluxise ab, ohne 
daß em«r swnimmt, so nimmt auch AOB ab. Alles dies gilt 
nur so lange, als die Ecke konvex bleibt, 

14. Lehrsatz: Bleiben die SeOen einer mehr als dreisei- 
tigen konvexen Ecke ungeändert, während sich die Winkel be- 
liebig ändern, ohne dafs jedoch einer 2R überschreitet, und 
heeeichiet man die Kanten, deren Winkel eine Vergrofsenrny, 
resp. eine Verkhmenmg erlitten haben, mit +, resp. — , wäh- 
rend man die wmemndert gMiämien aufser betracht läfst, so 
erhält man bei einem vollständigen Umlauf um die Ecke min- 
destens einen vierfachen Zeichenwechsel. 

Beweis: Da man von + ausgehend nach einem vollstän- 
digen Umlauf wieder zu -|- gelangt, so mufs die Zahl der 
Zeichenwechsel eine gerade sein. Dafs nur Vergröfserungen 
oder nur Verkleinerungen von Winkeln vorkommen, ist nicht 
möglich; denn aus dem vorigen Satze ist zu achliefsen, dafs 
sich daim mindestens eine Seite vergrÖfsern oder verkleinern 
müfste. Hierdurch ist ein zweifacher Zeichen we eh sei nach- 
gewiesen. Gesetzt nun, es kämen keine weiteren Zeichen- 
wechsel vor, so könnte man die Ecke durch eine Diagonal- 
ebene derart in zwei zerlegen, dafs die Winkel einer jeden, die 
an der Diagonalebene anliegenden ausgenommen, nur Ver- 
gröfserungen, resp. nur Verkleinerungen erfahren. Aus dem 
vorigen Satze schliefsen wir dann, dafa die Diagonalebene 
als Seite der einen Ecke sich vergröfsern, als Seite der andern 
sich verkleinern müfste, was einen Widerspruch enthält. Hier- 
aus folgt unser Satz. 

15. Es sei nun ein konvexes Polyeder mit bestimmter 
Oberfläche vorgelegt; wir untersuchen, ob es eine Verschie- 
bung zuläfst, ohne den Charakter der Konvexität zu verlieren. 
Bei der Verschiebung können alle Ecken oder nur ein Teil 
derselben Änderungen erleiden; wir untersuchen zunächst den 
ersten Fall. Behalten wir sämtliche eingeführten Notationen 
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bei, so werden bei jeder Ecke mindestens vier Zeichenwechsel, 
in dem eben besprochenen Sinne, stattfinden; die Summe Z 
aller dieser Zeichenwechsel beim Umkreisen der einzelnen 
Ecken ist also 2^>4e oder 

2>8 _|_4fc_4/'. 
Statt die Ecken ku umkreisen, wollen wir jetzt den Umfang 
irgend einer Fläche vollständig durchlaufen und die Zahl der 
Zeichenwechsel bei den anliegenden FlÜcIienwinkeln in be- 
traeht ziehen. Bedenken wir, dafs irgend zwei Flächenwinkel, 
welche in einer Ecke aufeinander folgen, auch in einer der 
Flächen nebeneinander liegen und umgekehrt (man betrachte 
nur die Fläche als eine der Seitenflächen jener Ecke), so ge- 
langen wir zu dem Resultate, dal's die Summe alier Zeichen- 
wechsel, welche man beim Durchlaufen der Umringe sämt- 
licher Flächen des Polyeders erhält, derjenigen gleich ist, 
welche sich beim Umkreisen sämtlicher Ecken ergiebt; denn 
jedem Zeichenwechsel bei einer Fläche entspricht ein solcher 
bei einer Ecke. Die gröfstmö gliche Zahl von Zeichenwechsein, 
welche bei einem 3, 4, 5, 6, 7 . . . 2m, (2n -j- 1)-Ecb mög- 
lich ist, beträgt 2, 4, 4, 6, 6 . . . 2w, 2«, da eine ungerade 
Anzahl nicht vorkommen kann. Demgemäfs ist die Gesamt- 
zahl der Zeichenwechsel 

Z<, if, + 4/; + 4/, + 6/, + 6/, + . • .. 
Hiermit stellen wir das vorhin gefundene Resultat zusammen, 
welches wir durch die Bemerkung, dafs 

2i-3/; + 4/, + 5/s + ---, 

/-/■, + /■. + /> + ••• 
ist, zu 

Z>8 + 2/, + 4/:, + 6/s + ... 
umgestalten. Beide Resultate widersprechen aber einander, 
da der gefundene obere Grenzwert kleiner ist als der untere. 

Ein Variieren sämtlicher Ecken eines konvexen Polyeders 
bei bestimmter Oberfläche ist daher nicht möglich. 

16. Die Möglichkeit, dafs nur ein Teil der Ecken variiert, 
während die übrigen fest bleiben, mufs besonders untersucht 
werden. Denken wir uns sämtliche Kanten, an denen un- 
veränderliche Winkel liegen, und alle Ecken, in denen mar 
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solche Kauteu zuaammenstorsen, beseitigt, ao geht Alu Polyeder- 
oberfläche in ein Konglomerat von Einzelflächen über, welche 
nicht mehr eben sind, aber aus ebenen Teilen bestehen, 
und deren Winkel an den übrigbleibenden Kanten sämtlich 
variieren. Für diese neue Fläche gilt noch, wenn nicht ge- 
rade sämtliche Flächen sich in eine einzige vereinigen, was 
natürlich nicht in betracht kommt, der Euler'eche Satz; denn 
hei dem Beweise desselben wurde in keiner Weise voraus- 
gesetzt, daTs die Flächen eben sein müfsten. 

Die Betrachtungen der vorigen Nummer bleiben daher, 
wie man sich leicht Überzeugt, bei der neuen Fläche voll- 
kommen bestehen. 

Diis Resultat lautet: Durch die gegebme Oherfläche ist ein 
hmvexes Folyeder eindeutig hestimmt. 

§ 46. 
Der Ba am Inhalt, 

1. Bei einem Polyeder im gewöhnlichen Sinne kann 
man in gleicher Weise von einem Rauminhalte sprechen, wie 
bei einer ebenen Figur vom Flächminhalte. Man kann meh- 
rere Polyeder zu einem einzigen vereinigen, sie also addieren, 
und ebenso subtrahieren, und zwei Polyeder als inhaltsgleich 
bezeichnen, wenn sie sich aus vollkommen gleichen Teilen 
zusammensetzen lissen; hierbei wird wiederum das Axiom 
benutzt, daXs suei Polyeder, die bei irgend einer Zerschneidung 
m enhpicclmid gleiche Teile sich als inkaltsgleich erweisen, nickt 
hei emc3 anäetmi ungleich erscheinen Mnnen. Im Änschlufs 
in das ubbche Flachenmafs, das Quadrat, benutzt man als 
Koipeimals den Würfel, dessen Kanten der Längeneinheit 
gleuh sind 

Auch die Kaumgleichheit soll durch das Zeichen ^^ aus- 
gediückt werden Der Kürze wegen sollen Raumvergleichung 
und Kaum Vermessung im folgenden gemeinsam durchgeführt 
weiden Im Gegen=«atze zu den Sätzen der Flächenverglei- 
chung (^ 24) ist es nicht gelungen — und dürfte daher auch 
kaum gelingen — beliebige inhaltsgleicke iswei Polyeder durdt 
Zerschneidung in dne endliche Ämahl gleicher Teile ineinander 
uherzuführen. 
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Alle hierher gehörenden Untersuchungen sind vom Paral- 
lelenaxioin abhängig*). 

2. Der am einfachsten zu vermessende Körper ist das 
ParaUelepipedon, dessen Flächen ßechteeke sind (das recht- 
winklige Parallelepipedon). Betragen drei anstofsende Seiten 
desselben a, b und c Längeneinheiten, so läfst es sich in 
o.&.c Würfel, welche die Raumeinheit darstellen, zerlegen. 
Falls die Seiten die Längeneinheit nicht ganzzahlig enthalten, 
so sind die zu § 25, 2 analogen Betrachtungen auszuführen. 
In jedem Falle ist J= ahc. 

3. Ber Gesamtraum läfst sich dwch yJeicke Würfel aus- 
fülkn; man braucht ihn zu diesem Zwecke nur durch drei 
zueinander senkrechte Systeme äquidistanter Parallelebenen 
zu zerschneiden. Denkt man sieh in dem Kaume einen be- 
liebigen begrenzten Körper (mit gewissen Ausnahmen) ent- 
halten, so wird ein Teil der Würfel innerhalb, ein Teil aufaer- 
halb des Körpers liegen, während noch andere von der 
Oberfläche des Körpers durchschnitten werden. Läfst man 
die fraglichen Würfel zu unendlicher Kleinheit abnehmen, so 
wird der dur<^ die durdiSt^niUenen Würfel ausgeßXlte Maum 
unendlidi Idein gegen die Summe der imterhalh gelegenen Würfel 
werden. Um dies einzusehen, denken wir uns die Würfel 
zunächst in Schichten, die von je zwei Parallelebenen ein- 
geschlossen sind, gruppiert, in einer Schicht gruppieren wir 
sie wieder durch ein zweites System von Parallel ebenen in 
Reihen. In jeder Reihe einer Schicht, einzelne ausgenommen, 
wird nur eine endliche Zahl der Würfel von der Oberfläche 
durchschnitten, während unendlich viele innerhalb liegen; 
die Zahl der Reihen, bei denen ein endlicher Bruchteil der 
Wuifel von dei Oberfl<iche getrofl'en wird, \er»chwindet wiedei 
yegen die Zahl dei ubrn>en In ]eder Schicht, einzelne au-i 

*) Im ganzen haben wir in der Elemcntiiigeometiie Juni mefabdie 
üiöfiiDn kennen gelernt. Von emi-r Dimension Bind btreeken and 
Wmkel, TOn zwei Dimensionen dei l'Uchen und der Bi,keninLalt, von 
diei Dimensionen ibt der Rauminhalt 

Die EutlidiBchen Satze, welchu BicL mit dem Bauminhalte be 
schaftigen, gehen nui Inliattsverißeichiingc», keine Itthaltsbenchnutigm 
{vgl & 24) 
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geDommen, ist daher die Zahl der durch schnitteneu Würfel 
verschwindend klein gegen die Zahl der innerhalb gelegenen. 
Da ferner die Zahi der Schichten, in denen ein endlicher 
Brachteii der Würfel durchschnitten wird, gegen die übrigen 
verschwindet, so ergiebt sich das behauptete Resultat*). 

Man kann dasselbe bei der "Vermessung irgend eines 
Körpers in der Weise benutzen, dafs man die Zerlegung in 
bebiebig kleine Würfel vorgenommen und die im Innern des 
Körpers gelegenen Würfel abgezählt denkt; man kann deren 
Inhalt mit dem Inhalt des gesamten Körpers identifizieren, 
gieichgiltig ob die von der Oberfläche durchschnittenen Würfel 
ganz oder teilweise zugerechnet werden oder nicht. Wir wer- 
den von diesem Prinzip ausgiebigen Gebrauch machen, da 
mit einer Zerlegung in endliehe Teile wohl bei den Prismen, 
aber schon nicht mehr bei den Pyramiden auszukommen ist. 

Vorläufig konstatieren wir noch, dafs symmetrische Körper 
mhaltsglekh sind, da bei einer symmetrischen Zerlegung beider 
in Würfel die Zahl der innen gelegenen die gleiche ist. 

4. Bei einem Prisma,- dessen Grundfläche G Flächen- 
einheiten, dessen Höhe**) h Längeneinheiten enthält, denken 
wir uns die Zerlegung in Wörfel derart vorgenommen, dafs 
das eine System von Parallelebenen mit dem Abstände — 
den Grundflächen parallel wird. In jeder Schicht sind dann 
offenbar, von verschwindenden Zahlen abgesehen, n^G, im 
ganzen Körper Äw.w^&Würfel enthalten, so dafs wir für das 
Prisma den Rauminhalt / = -■■■■ 3 = Gh finden. 

5. Legen wir bei einer Pyramide von der Grundfläche G 
und der Höhe /( das erste System der Parallelebenen eben- 

*) Diese auf Änsehauung berukende Darstellung möge liier ge- 
nügen} für jeden in der Folge vorkommeßden Fall läXst sie sick leioht 
strenger tasBen. Eioe vollständige Erledigung würde auf iDfinitesimal- 
betrachtungen führen. Körper, deren Oberfläche unendlich vielfach 
gefaltet ist, können eine Ausnahme bilden. 

**^ Beim Prisma versteht man unter Höhe den senkrechten Ab- 
stand der beiden Grundflächen, bei der Pyramide den der Spitze von 
der ürnndfläche; die Perpendikel, welche dieaeu Abstand beBtunmea, 
heifaen Eöhenperpefidikel. 
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falls parallel aur Grundfläche, so werden durch diese Ebenen 
Figuren ausgescbnitten, welche der Grundfläche ähniieh sind. 
Bezeichnet G^ den Flächeninhalt der im Abstände Ä, von der 
Spitze befindlichen Figur, so ist öj ^ ö — ; die Zahl der 
auf ihr gelegenen Würfel kann mit n^G ■ jr augegeben werden. 
Hieraus folgt 

J _ ^;» V V „ 1 U4 '■+'''+ j;+lll+_'i! 

_ -, w(» + l)(a«+l) 

oder 

r Oh 

Prisinm und Pyramiden von jfadtmgMdtßr Gnindfläclic 
und gleicher Hohe siml resp. inlialtsgUidh Jede Pyramide ist der 
dritte Teil eines Fristnob von flächcngleicfwr Grtindfläclie und 
gleicher Höhe. 

6. Jeder geschlossene Körper läfst sich, wie auch ohne 
weitere Bescbieibung einleuchtet, m Pyramiden, diese lassen 
si(,h m dreiseitige Pyramiden fTetiaeder) zerlegen*). Es wird 
dahei genügen an Stelle der Aufgabe: den BauminkaU eines 
Ki/rpets aus den dm bestimmenden Strecken (Kanten) gu ic- 
iccfmen, die einfachere zu setzen 

Den Maummhalt eines Tetraiders aus seinen sechs Kanten 
m herechnen 

Die Lösung dieser von Jungius und Euler bebandelten 
Aufgabe gelingt am bequemsten mit Hilfe von trigonometri- 
schen Sätzen, weshalb wir letztere bei der Rechnung nicht aus- 
schliefsen. Setzen wir wie friiber bei dem Tetraeder ABCD 

BC^a, CA = l, AB^c, AB = d, BB^c, 

so handelt es sich darum die Länge h des von B auf ABC 
gefönten HShenperpendikels BE zu berecbuen. Die Ebene 

*) Es ist dies auch auf additivem und subtraktivem Wege lediglieh 
durch Ausdehnung der vorhandenen Flächen zu erreichen; freilich 
können hierbei unendliche Pyramiden auftreten, deren Differenzen Je- 
doch berechenbare Frismen sind. 
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ADE steht auf ABC senkreeJit und zerlegt die dreiseitige 
Ecke A in zwei rechtwinklige. Wir setzen -^ BAD = y, 
^DAC^ß, ^CAB = ä, ^DAE=s und bezeichnen 
die inneren Neigungswinkel an den Kanten Ä und c mit (i 
und V. Dann ist 



cos fi = 



m££; 



)s ey 



sin « = sin Ssiau,^ i/sin ^sm (cosyj 

K 3inM 

-1 /i — coa'ß — i:os' V - coa^ * + 2 cob p cob y cos tf 

Ferner ist 

/i = rf sin f ; 

der Flächeninhalt von ^ABC ist F=—-~ — und somit 
der Inhalt / der Pyramide 

/Fh licd,/: 1,-5 ü r ü ,." ", ~c, — -A ;, 

= - ^— g-|/l — cos p — cos'^j' — cüs o + zcospcos^^eosd. 

Hierin ist einzusetaen: 



Bß 


= 


b'' + d'~ 


■P 


2bd 






^ 


c' + d^- 


■e' 




•icd 




,^ fi 




h' + c-'- 


■u^ 



wodurch wir erhalten 

J— j'j, y[W c' (F — cß (1/ + d' — f'Y — V (c' + d' — t'f 

-<''(S'+»'-«7+('''+(<'-n(«'+<i--0(''"+«'-«'j]. 

Durch Aus multiplizieren der Klammern und symmetrische 
Anordnung der Glieder erhalten wir 

a und d u, s. w. sind gegenüberliegende, «, c, f u. s. w. in 
einer Ebene liegende Kanten; die Symmetrie des Ausdrucks 
ist hiernach einleuchtend. 
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Nach V. Staudt uud Sylvester kann die gefundene Formel 
mit Hilfe einer Determinante folgendermafsen ausgedruckt 
werden: 

! 1 1 1 1 I 

10 a' b" c' 
288 J'= 1 «^ ä^ e' ; . 
1 i^ rfä f\ 
1 c' e" /^ I 
S. hierüber Baltzer, Dcterminankn, p. 215 und Salmon-Fkdler, 
Analytische Geometrie des Uaunies, 1. Teil, p. 69. 

Die Bedingungen für daa Reellwerden dea Tetraeder- 
inhalts sind identisch mit den § 43, 3 für die Existenz des 
Tetraeders gegebenen. 

Da sich die Berechnungen der Inhalte beliebiger Polyeder 
auf diejenigen von Tetraedern reduzieren lassen, so können 
wir den Satz aussprechen: 

Ber Inlidlt eines Folyeders ist algebraisch aiisdrikJcbar 
durch die bestimmenden Strecken {Kanten). 

Der Atisdnick für den Inhalt irgend eines Körpers ist in 
den iestimmenäen Strecken von der drittm Bimensimi (wie § 25, 8 
zu begründen). 

7. Entsprechend den Untersuchungen von § 24, 7 ist 
auch denjenigen Polyeder flächen, welche kein Polyeder im 
gewöhnlichen Sinne begrenzen, ein Kauminhalt zuzuerkennen, 
soweit dies überhaupt möglich ist. Bei der Begrenzung der 
eigentlichen Polyeder sind zwei Seiten, eine innere, dem be- 
grenzten Körper zugewandte, und eine äufsere zu nntersehei- 
den; man kann von keiner derselben zu der anderen auf 
kontinuierlichem Wege gelangen, ohne durch die Fläche 
selbst hindurchzudringen. Bei den Polyeder flächen, welche 
sieh selbst durchdringen, kann dieselbe Unterscheidung mög- 
lich sein, und dann lafat sich ein bestimmter Rauminhalt 
festsetzen. Dies ist aber nicht thunlich bei Flächen — und 
solche existieren nach den Mobin^acheu Untersuchungen*) 

*) Die Bümtlichen folgenden Xlnti^rsuchnagen rühren von Möbius 
her {Hier die Bestimmungen des Inliülts eims "Pohjede)», Gcs, Werke 
B. 3, p. 473). 
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wirklich — , deren beide Seiten in Zusammenhang stehen 
(Wöhms'sclie Flächm). 

Bei den Polyederfläehen der ersten Art, die für uns 
allein in betracht kommen, gilt ein einfaches Kantmyesetz. 
Bezeichnet man die eine Seite einer solchen Fläche willkürlich 
als die äiifs&re, so kann man von den beiden Kiehtungen, in 
denen der Umfang (oder ein in sich zurückkehrender Teil 
desselben) einer der Polyeder flächen durchlaufen werden kann, 
die eine als die nach rechts, die andere als die nach Imlcs 
gehende bezeichnen. Die erstere soll diejenige sein, die den 
Drehungssinn eines Uhrzeigers besitzt, falls man sich das 
Zifferblatt auf der äufseren Poljederseite in der betreffenden 
Polygonfläche augebraeht denkt. Jede Kante ist nun zwei 
Polygonen gemeinsam. Die Anschauung zeigt, dafs jede Kante 
in entgegengesetztem Sinne Jnrchlaufen wird, wenn die Um- 
ringe der beiden Polygone, denim, sie anyi-hijrt, in gleichem 
Sinne diirchlaufm werden. 

In der Folge wollen wir den nach rechts gehenden Um- 
lauf als den ^sitiven bezeichnen. 

8. Der Inhalt eines Tetraeders ABCD, den wir durch 
diesen Ausdruck bezeichnen, soll als positiv oder negativ be- 
trachtet werden, wenn von A aus gesehen der Umlauf BCDB 
als nach rechts oder linJis gehend erseheint. Mit Acc bezeich- 
nen wir den Inhalt einer Pyramide, deren Grundfläche ein 
Polygon a ist, wobei wir über die Zeichenbestimmuug die- 
selbe Festsetzung treffen. Unter diesen Voraussetzungen gilt 
folgender Satz: 

Errichlet num auf den Flächen eines Folyeders, welches 
dem Kantengesdze genügt, Pyramiden, welche alle die S^tze 
besitzen, so ist die algebraisi^ Surmne dieser Pyramiden von 
der Lage des Punktes itnahhungig 

Beweis: Wir vergleichen die Inhalte jener Pyramiden 
für zwei verschiedene Punkte und Oj als Spitzen. Ist 
a = ABCD . . . eine Seite des Polyeders, so ist für den Fall, 
dafs 00^ der Fläche a parallel lauft, Ort :=;^O^tt. Andern- 
falls schneidet Oj die Fläche a in einem Punkte P und 
wir haben nach § 24, 7 

ß ^ PAB + PBÜ + PCD -i , 
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folg lieh 

Oa = OFÄB + OPBC + OFCD-\ , 

0,a = O,PAB ^ OJ'BC + 0,PGB -\ , 

und da offenbar 

OB AB — OJ'AB = 00, AB 
ist u, s. w., 

0«— 0,a:^00j-4i?4-00,_ßC+ OO.CB -\ . 

Den ersten Fall können wir für die Folge unberücksichtigt 
lassen, da wir einen Hilfspunkt O3 so bestimmen können, 
dafs weder 00^ noch 0,02 einer der Flächen des Polyeders 
parallel wird, worauf dann durch doppelte Umformung das 
gleiche Resultat erzielt wird. 

Summieren wir die gefundenen Differenzen für alle Flächen 
«,, ßj . . . des Polyeders, so erhalten wir 

Oa, -\-0a^+0<t^-\ 0,a, — 0,k, ~ 0,a^ 

sz£00,AB. 
Bei der Summierung auf der rechten Seite tritt jede 
Kante AB doppelt auf, nämlich als Seit« je zweier Polygone, 
und zwar infolge des Kantengesetzes mit entgegengesetztem 
Zeichen. Daher ist 

Oa, -i- oj -i- Oßj H (0^«^ _|_ Ol «a + A %+■■■) = Ö . 

Die für beliebige Punkte hiernach konstante Summe 

Oa, + Oßa + Ottg H 

wird als der Inhalt des Polyeders bezeichnet; man überzeugt 
sich leicht davon, dafs er bei gewöhnlichen Polyedern mit 
dem früher so genannten Rauminhalte identisch ist. 

§ 47. 
Die räumliche Geometrie der Iiage. 

1. In der räumlichen Geometrie der Lage treten mannig- 
faltigere Verhältnisse auf als in der ebenen, ein Umstand, 
durch den eine übersichtliche Untersuchung sehr erschwert 
wird. Als Besonderheiten, die von Mafsverhältnissen unab- 
hängig sind, können wir die folgenden bezeichnen*): 

*) Wir aetzon in der Folge das Parallel enaxiom als eingeführt 
voraus und behandeln demgemäfs unendlich ferne Gebilde wie die im 
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1 U(,}ui swh tut Gitadf schuukn od) wis Jasselbe 
ist, IV einer Ehem. liegen 

b wenn mehr nh ewn Eienen dutck dieselbe Getade 
gehen oder mehr als swei Punlte m dctsellen Getaden 
liegen 

c umn mehr als dici Ebenen äutcft denselben Punlt gelten 
ödef mehr alb drei Punlfe in detbclbi-n Ebene hegen 

Man kann diese Besondeiheiten luf die erste reduzieren, 
da dig Vorkommen der beulen letzten Falle in einem Gebilde 
auch dao sich &clmeiden von Geraden zur Folge hit, dit, sich 
im allgememeii kieuzen wmden doch ist dabei mclit iiifser 
acht zu lasseii, dafa auch die allgemeinen Ebenen oder Punkte 
gebilde sich schneidende Gerade aufweisen und lufolgti dessen 
schon im weiteten Smne zur Geometrie dir Lage Tcieclmet 
werden kennen Wir weisen der Geometrit der läge im 
allgemeinen die Gebilde ^u, bei deticn das J Dhandettsem eimt 
Anzahl det angefiduten Besondct ketten andere Besonde>heikn 
dtetei Ait nach sich zieht 

Äbschliefbende Unteisuehungen über die Grundgebilde 
der Geometrie der Lage im Eaume sind nicht vorhanden; 
wir beschranken uns daher auf das. Vorführen von zwei ein- 
fachen und charakteristischen Fallen, nachdem einige vorbe- 
reitende S.itze vorausgeschickt wuiden, 

2. Dtudi nnen Ehnüdmbchel werden aus beliebigen Ge- 
raden, welche nicht zu semer Achse parallel sind, gleiclw 
Doppcherhalttiisse aitsgebchniiten 

Eeweis Schneiden iwei sich schneidende Gerade den 
Ebenenbuschel, so braucht man nur eine Ebene durch sie 
zu legen, die den Ebenenbuschel m einem Strahlenbüschel 
■schneidet, ins § 28, C> folgt dann das Behauptete, Durch- 
dringen zwei in verschiedenen Ebenen gelegene Gerade a und 
h den Ebenenbusehe!, so kann man eine dritte Gerade c durch 
]e emen Punkt \on a und h legen, auf a und c, sowie auf 

Endlich 1 l\ jedoch m der nicht- Kuklidiaehen Geometrie 

dit Dopp l h U d nen m der FuklidisclieD Geometrie ganz analog 

^ind, HO h t h n d Gebilde dei Creometrie der Lage mit der Bc- 

schräutn g § 42 4 imabhüngig vom Piirallelenaxiom. 
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J) und c, also auch auf a und b werden dann gleiche Doppel- 
veriiältnisse ausgeschnitten. Irgend zwei Fanktmhai werden 
also dttrch die Eheneti mies Ebeiienbiisckels projclitivisck auf- 
einander iesogm. 

Vier Ebenen eines Strahlen bflsch eis heifsen harmonisch, 
wenn sie aus irgend einer Geraden vier harmonische Punkte 
aussehneiden. 

Zwei Ebeuenbüschel heifsen einander jirojektiviseh zuge- 
ordnet, wenn irgend zwei durch sie ausgeschnittene Punkt- 
reihen projektiv aufeinander bezogen sind. 

3. Drei Gerade ö^, a^, a^, von denen Jceine zwei derselbeji 
Ebene angelior^,, teer dm gleichzeitig durch unendlich viele Ge- 
rade geschnitten derart, dafs durch jeden FunlH dieser drei 
Geraden eine und nur eiiw der schneidenden Geraden hinäurch- 
gehf. Man kann nämlich durch a^ und einen Punkt A^ von 
ffl, eine Ebene legen, welche von a« in A^ geschnitten wird; 
A^Ä^ ist die einzige «i, a^ und a^ schneidende Gerade, welche 
durch jij geht. Durch die drei Geraden a^, a,, a^ ist also 
ein System von unendlich vielen Geraden, d. h. einf ijerad- 
linige Fläche bestimmt*). 

Durch je vier dieser Geraden h^, b^, ig, h^ wcidtii avf< 
«ij "mj "^3 gleiche Doppelverhältnisse ausgeScIinUtcn Durch die 
Gerade % und je eine der Geraden 6,, h^, h^, ft^ ist eine 
Ebene bestimmt; die vier Ebenen bilden ein Büschel mit 
der Achse «j. Durch dieses Büschel, also auch durch \, h^, 
h^, 64, werden aus a« und a^ gleiche Doppel verhülfcnisse ausge- 
schnitten. Ebenso bewei&t man die Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse auf ai und a^. Vier Gerade des Systems h, welche 
aus den Geraden a harmonische Punkte ausschneiden, können 
als harmonisdte Gerade bezeichnet werden. 

4. Schneiden die vier Geraden &i, i^, fcg, b^ die drei Ge- 
raden a,, fflg, Os, so schneidet jede weiie>-c Gerade %, welche 
durch 6,, 63 tmd 63 hindurchgeht, auch h^. 

Beweis: Die Schnittpunkte Bj, B^, B^ von a^ auf b^, 
\, Äg bilden mit den Schnittpunkten von a,, a^, a^ auf 

*) Dieselbe ist ein einsdialiges Hyperboloid oder ein liyperholüches 
Paraboloid; eine eingehendere Untersuchung dieser Fläche gehört 
nicht hierher. 
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denselben Geraden gleiche Doppel Verhältnisse. Legt man 
weiter eine Gerade «/ durch B^, welche 6j, h^ und 6^ in 
^1, Sg ^^^ ^i schneidet, so werden durch Oj, a^, Og, «/ 
auf \, \ und i^ ebenfalls gleiche Doppelverhältnisse ausge- 
schnitten. Bg' ist daher mit B^, folglich ra/ mit a^ identisch. 

Dieser Satz ist das einfachste Resultat der räumlichen 
Geometrie der Lage*); es treten in ihm acht Gerade auf, die 
sich in zwei Systeme von je vier Geraden gliedern; jede 
Gerade des einen Systems schneidet jede des andern Systems. 
Das Gebilde entspricht sich selbst dualistisch. 

Wir ziehen aus diesem Satze die weitere Folgerung, 
dafs die Gerade a^ das gesamte System der imendlick vielen 
Geraden h, welche du/rch Oj, «g, a, hesUmmt sind, dvrch- 
schneidel. Es existieren daher zwei Systeme a vmd b von 
unendlich vielen Geraden, wo jede Gerade des einen Systems 
jede des anderen durchschneidet. 

5. Während die plani metrischen Gebilde der Geometrie 
der Lage ihre Grundlage in den metrischen Relationen be- 
sitzen, treten in der Stereometrie solche auf, die lediglich 
auf den Fundamentalgeseisen des Sehneidens von Ebenm, be- 
ruhen. Hierher gehört schon das Gebilde von zehn Geraden 
mit zehn Schnittpunkten, welches durch fünf sich schneidende 
Ebenen erzeugt wird (§ 44). Von derselben Art ist das 
durch den folgenden Satz begründete, welches dem von § 30 
durchaus analog erscheint: 

Gehen die Yerhindungsgeraden entsprechender lückpivnkte 
zweier Tetraeder ABCB und A^ B, 6', i>[ durch d&iselben 
Punkt 0, so liegen die Schmitgeraden ^tsprecfiender FlÖdien 
derselben in einer Ebene q> und umgeMwt {Poncelet). 

Beweis: Aus der gemachten Voraussetzung geht hervor, 
dafs je zwei entsprechende Kanten der Tetraeder in derselben 
Ebene liegen (z. B. AB und A^B^ in der Ebene von OAA^ 

*) Wenn man von rein ebenen Gebilden absieht. Schon der Satz: 
„Wenn drei Gerade sieh gegenseitig schneiden wniJ eine vierte nclmeidet 
iwn derselben, so schneidet sie auch die drüte" kann als ein Resultat 
der räumlichen Geometrie der Lage beaeicbnet werden. — 

Der oben entwickelte Satz wurde von Sldner gefunden {SysteTna- 
tische Etttteickelu^ it. s. w., Ges. W. B, 1, p. 389 ff.). 



Hosted by 



Google 



g 48, Die Kollineation räumlicher Systeme. 225 

und OSB,) und aieli also schneiden. Von diesen sechs 
S eh uittji unkten liegen je drei in der Schnittgeraden eines der 
Flächeopaare (z. B. liegen in der Schnittgeraden von ABC 
und AfB^Cj die Schnittpunkte von BC und B^C,, CA und 
C^A,, AB und AiB,)\ infolge dessen hat jede der vier 
Schnittgeraden mit jeder anderen einen Punkt gemein (z. B. 
hat die Schnittgerade von .4 BC und A^B^Cj mit derjenigen 
von ABD und A^B^D^ den Schnittpunkt von AB und A^B^ 
gemein); diese vier Geraden liegen also in einer Ehene, Die 
Umkehrung wird in derselben Weise bewiesen, wobei die 
Worte Punkt und Ebene u. s. w. zu vertauschen Bind. 

Vollständigere Untersuchungen der ' elementaren räum- 
lichen Geometrie der Lage müssen der Zukunft überlassen 
bleiben. 

Über Konfigurationen im Räume handeln: 
B^e, das Problmi der Konfigurationen, Acta math-, B. I, 
p. 93; die Hexaeder- und Ohtacder-Konfiguratioiten (12e, IGs), 
ebendos. p. 97, und mehrere andere Abhandlungen. 



Die Kollineation räumlicher Systeme. 

1. Die Gesamtheit von Punkten, Geraden und Ebenen, 
welche in dem ganzen Eaume enthalten sind — derselbe 
kann als beliebig vielfach vorgestellt werden — , soll als ein 
räumliclies System bezeichnet werden. Dasselbe ist das einzige 
GrundgeUUe dritte- Stufe (vgl. § 38, 1). 

Zwei räumliche Systeme heifsen kolUnear verwandt, wenn 
jedem Ptmkt, jeder Geraden und jeder Ehene des einen resp. 
ein ^nM, eine Gerade und eine Ehene des anderen entsp-ickt, 
so dafs also der Schnittlinie zweier Ebenen des einen die Schnitt- 
linie der entsprechenden Ehenen des attderen sugeordnei ist u. s. w. 
Die Stetigkeit der Zuordnung soll auch hier stets vorausgesetzt 
werden. 

2. Aus dieser Definition geht unmittelbar hervor, dafs 
jedes entsprechende Paar von ebenen Systemen oder Strahlen- 
bündeln, welche in den kollinearen räumlichen Systemen ent- 
halten sind, in kollinearer Beziehung steht (§§ 32 und 42), 
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Entsprechende Punhtreihen und Strahlenbüschel beider Systeine 
stehen daher in projektivtscher Beziehung; dasselbe folgt hiernach 
auch für Ehenenbüschcl. 

3. Zwei räumliche Systeme S und £^ können immer und 
nur auf eine Art so in IcoUineare Beziehung gesetzt werden, 
dafs je fünf Blinkten des einen, von denen ieine vier in der- 
selben Ebene liegen, oder fünf Ebenen, von denen Iceine vier 
durch denselben Punkt gehen, fünf ä)ensolche Elemente des an- 



Beweis: Die beiden Fälle der Zuordnung lassen eine so 
analoge Behandlung zu, dafs es genügt, sich auf den einen 
zu beschrsinken. Seien den Ebenen k, ß, y, ä, e von 2; die 
Ebenen tx,, ß^, y^, ö,, b^ von S^ zugeordnet. Jede der fünf 
Ebenen einea Systems wird durch die vier anderen in vier 
Geraden geschnitten, die den entsprechenden Geraden des 
anderen Systems zuzuordnen sind; hierdurch sind aber nach 
§ 32 die ebenen Systeme a und a^, ß und ß^ u, s. w. kollinear 
aufeinander bezogen. Da jede Gerade, welche nicht durch 
die Schnittlinie von a und ß geht, durch die beiden Punkte 
bestimmt ist, in denen sie a und ß schneidet, so ist jeder 
Geraden in £ eine einzige Gerade in 2J^ dadurch zugewiesen, 
dafs den Schnittpunkten der ersten mit a und ß die Schnitt- 
punkte der zweiten mit a, und /J, entsprechend zugeordnet 
sind. Gehen die beiden entsprechenden Geraden durch die 
Schnittpunkte von a und ji, «^ und ß^, so ist wieder infolge 
der Stetigkeit der Zuordnung ein Grenzübergang möglich 
(vgl. § 32, 2). Auch jeder Ebene ^ von S ist hierdurch 
eine Ebene ft, von 2i eindeutig zugewiesen. Die sämtlichen 
Geraden nämhch, welche (i enthält, schneiden a und ß in 
zwei Geraden a und i, die sieh auf der Schnittlinie von « 
and ß treffen; a und b entsprechen aber in Kj und ß^ zwei 
Gerade a, und öj, die sich auf der Schnittlinie von a^ und ß^ 
treffen, also eine Ebene ^ bestimmen. Wir haben nun noch 
zu zeigen, dafs sämtlichen Geraden von 2J, welche durch 
einen Punkt gehen, in Z, Gerade entsprechen, weiche alle 
durch einen Punkt Oj gehen, d. h. dafs jedem Punkte in S 
ein Punkt 0^ in S^ eindeutig zugewiesen ist. Durch das 
Strahlenbttndel sind die beiden Ebenen a und ß kollinear 
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aufeiüaiider bezogen*) und zwar derart, dafs die Punkte der 
Sehnittlinie von a und ß sich selbst entsprechen. Wir 
schreiben den beiden iu dieser Weise kollinear bezogenen 
ebeneu Systemen a und ß, obgleich sie nicbt in eiae Ebene 
fallen, perspelcUvisehe Lage zu. Nun sind bereits die ebenen 
Systeme k und «„ ß und ß^ kollioear aufeinander bezogen; 
aJso ist auch koilineare Beziehung zwischen Kj und (5, her- 
gestellt und zwar so, dafs die Punkte der Schnittlinie von 
«1 und ß, sich selbst entsprechen. Sind nun Aj und jß,, 
A^ und J?2, Ag und B^ drei Paare entsprechender Punkte in 
«, und /ij, so schneiden sieh A^A.^ und .Bi-Bj, u. s. w. in 
jener Schnittlinie von «^ und /J,; hieraus folgt aber (§ 44, 3), 
dafs A^B^, A^B^, A^B^ durch denselben Punkt 0, gehen. 
Durch Wiederholung desselben Schlusses finden wir, dafs die 
Verbjn dungsgeraden von irgend zwei entsprechenden Punkten 
von a, und ^i durch denselben Punkt Oj gehen, dafs also 
den Geraden von ZI, welche sich im Punkte schneiden, in 
Z^j Gerade entsprechen, welche 0, zum Schnittpunkte haben; 
dem Punkte in 2 ist somit 0^ in 2^, eindeutig zuge- 
wiesen. 

4. Zwei kollineare räumliehe Systeme heifsen affin, wenn 
sieh ihre unendlich fernen Ebenen entsprechen; sie heifsen 
ähnlich (resp. symmetrisdi ähnlich), wenn die unendlich fernen 
Ebenen entsprechend gleich sind. In beiden Fällen ergeben 
sich ähnliche Beziehungen, wie bei den entsprechenden Zu- 
ordnungen ebener Systeme; wir gehen darauf nicht weiter ein. 

5. Wir sagen von zwei kollinearen räumlichen Systemen 
S und H^, dafs sie sieh in perspeldivisclier Lage befinden, 
wenn sie ein ebenes System G entsprechend gemein haben. 
Entsprechende Ebenen beider Systeme müssen sich in der 
Ebene von e, der KoÜineationsebenc schneiden. Sind A, B, C, D 
vier Punkte von S, Ä^, .Z?,, f?,, -Dj die entsprechenden von 
2;,, so liegen die Sclmitthnien entsprechender Ebenen der 
beiden hierdurch fixierten Tetraeder in der K oll ine ations ebene. 
Nach § 47, 5 gehen daher die Verbindnngsgeraden ent- 

*) Jedem Punkte von a entspricht derjenige von ß, weleber auf 
demselben Strahle von liegt; eine Ebene von schneidet a uad ß 
in entspreeheaden Geraden. 
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sprechender Punkte Ä und A^ u. s. w. durcli denselben Punkt S. 
Nimmt man nach und nach noch andere Punktepaare hinzu, 
so gelangt man zu dem Satze: Zwei IcolUneare räumliche 
Systeme in perspeJcHvischer Lage Jmben aufser einem ebenen 
Systeme a auch einen Strahleniündel S (Zentrum der Kollinea- 
tion) entsprechend gemein. Die Umkehrung ist in analoger 
Art nachzuweisen. 

Kolhneare Systeme können im allgemeinen nicht in 
perspektivische Lage gebracht werden. 

6. Was die Änderung eines räumlichen Gebildes durch 
Kollineation anlangt, so gelten genau dieselben Bemerkungen 
wie für die Kollineation ebener Systeme (§ 32, 12). 



Die Eeoiprozität räumlicher Systeme; das Prinzip der 

Dualität, 

1. Mn räumliches System S hcijbt eutcm anütien S^ 
reciprok zugeordnet, wenn jedem Punkte des e/nat eine Ehmt 
des anderen enfsprichi und umgekehrt; die Ziimdnung wird ah 
stetig angenommen. 

Der Verbin dun gs geraden zweier Punkte des einen Systems 
entspricht die Schnittgerade der entsprechenden Ebenen des 
anderen. Den Punkten des einen Systemes, welche auf einer 
Geraden liegen, entsprechen Ebenen des anderen, welche 
durch dieselbe Gerade gehen. Einem ebenen Systeme des 
einen entspricht ein Strahienbiindel des anderen u. s. w. 

Ehe wir zur Konstruktion reeiproker Systeme übergehen, 
schicken wir eine Hilfsbetrachiung voraus, 

2. In § 38, 4 wurde die kollineare und reciproke Be- 
ziehung eines Strahlenbündels zu einem ebenen Systeme de- 
finiert. M7i Strahlenbändel S läfst sich immer auf eine und 
nur auf eitte Art reciprok auf ein ebenes System a^ so beziehen, 
dafs vier Strahlen von S, von denen keine drei in einer Ebene 
liegen, vier beliebigen Geraden in a^, von denen keine drei durcli 
denselben Funkt gehen, entdecken; oder attclt so, dafs vier 
Ebenen von 8, von denen keine drei sich m derselben Geraden 
schneiden, vier Punkte von e^, von denen keine drei in derselltcn 
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Geraden liegen, gugeordnet sind. Man braucht zu ilie&em 
Zwecke den Strahlenbündei S nur durch eme Ebene « zu 
schneiden, welche nicht durch seinen Mittelpunkt geht, und 
das in a durch die Elemente des Bündeln aufgeschnittene, 
zu ihm kollineare System mit 6^ nach § 33 in lecipioke 
Beziehung zu setzen 

i, Zu.a tamnlielie Systeme ^ und JJ, lonnm mimet auf 
eine emsige Art bo etieinando m lea^ioke Besiehvng gesetzt 
werden, dafs fünf Punkten Ä, B, C, B, E von H, lon denen 
Le-me vier «w einer Ebene hegen, fünf Ehofien a,, ß^, y,, d,, s, 
von 2?i, von dmen letne viet dutch dmsdben Punld gehen, 
wjWkujhch sugtordnct uoräen 

Beweib Da den vier Strahlen Ab, AC, AB, AE des 
Strahlenbiindeia A von £, von denen keine drei in einer 
Ebene liegen, vier Gerade des ebenen Systems «j in ^^, von 
denen keine drei durch denselben Punkt gehen, nämlich die 
Schnittgeraden von a^ mit ß,, y^, 8^, e, zugewiesen sind, so 
sind der Strahl enbündel A und das ebene System k, einander 
in eindeutiger Weise reeiprok zugeordnet; das Gleiche gilt 
für B und ß^ u. s. w. Jede Gerade von 2 ist als Schnitt- 
linie zweier Ebenen der Strahlenbündel A und B eindeutig 
bestimmt (mit der analogen Ausnahme wie in § 48, 3, die 
in derselben Weise erledigt wird) und so der Geraden von 
2?i zugewiesen, welche durch die entsprechenden Punkte in 
ßj und ß^ bestimmt ist. Jeder Ebene, welche durch AB geht, 
welche also beiden Bündeln angehört, entspricht ein Punkt, 
welcher der Schnittlinie von «j und ß^ angehört. Ein Punkt 
in £ ist bestimmt durch zwei sich schneidende Strahlen von 
A und B, die also in einer durch AB gehenden Ebene 
liegen; ihm entspricht eine Ebene in e,, welche durch ihre 
Schnittlinien mit a^ und ^i, die sich auf der Schnittlinie dieser 
Ebenen treffen, bestimmt ist. Es fragt sich nur, ob allen 
Punkten und Geraden von U, welche in einer Ebene liegen, 
in ff; Ebenen und Gerade entsprechen, welche durch den- 
selben Punkt gehen, ob also einer Ebene von 2J ein Punkt 
von 01 bestimmt und eindeutig zugeordnet ist. Nun werden 
die Bündel A und B durch irgend eine Ebene /i von U 
koltinear aufeinander bezogen derart, dafs je zwei Strahlen 
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oder Ebenen einander zugeordnet werden, welche sich in 
einem Punkte oder einer Geraden von fi sclmeiden. Da aber 
A und B zu « und a^ in reeiproker Beziehung stehen, so 
werden hierdurch auch a und «^ koUinear aufeinander be- 
zogen. Die kollinearen Bündel haben aber den Ebenenbüschel 
AJ3 entsprechend gemein; daher haben «i und ß^ eine Punkt- 
reihe, nämlich in ihrer Schnittlinie, entsprechend gemein. 
Hieraus folgt (§ 48, 3, Beweis), dafs die beiden ebenen 
Systeme ce^ und ß^ in perspektivischer Lage sind, dafs also 
die Verbindungs geraden entsprechender Punkte durch den- 
selben Punkt M^ gehen, welcher hierdurch der Ebene (i 
eindeutig zugeordnet ist. 

4. Durch die nachgewiesene Möglichkeit reciproker räum- 
licher Systeme ist das oft erwähnte Dualitätsprimip bewiesen. 
Jedem räumlichen GebiMc der Qeomekk der Lage entspricht ein 
anderes in der Art, dafs Punkte und Ebenen vertauscht er- 
sdtcinen, teahrend Gerade Geradeji ent^echen. Metrische Re- 
lationen entpreehen sich nur unvollständig. 
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